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Kapitel 1

Allgemeines zur Vorlesung

1. Umfang der Vorlesung:
2SWS Vorlesung und 2SWS Ubungen
2. Kontakt:
Dr. habil. U. Wulf, Lehrstuhl fiir Computational Physics
Kommen Sie vorbei: LG10, Rm 224k (Erich Weinert Str. 1)

Anruf: Tel. 0355-693163 (Biiro), 0355 693010 (Sekr.)
E-mail: ulrich.wulf@b-tu.de

3. Literaturverzeichnis:
(a) ’Grundziige der allgemeinen Relativititstheorie’, A. Einstein, Springer 2008, ISBN 3-540-43512-
3: [Ein08]
(b) ’Erkldrung der Perhiheldrehung des Merkurs aus der der allgemeinen Relativititstheorie’, A.

Einstein, Koniglich Preulische Akademie der Wissenschaften (Berlin). Sitzungsberichte (1915):
831-839.

(c) ’Die Grundlagege der allgemeinen Relativititstheorie’, A. Einstein, Annalen der Physik 49, 50
(1916): [Ein16]

(d) ’Skript zur Vorlesung Allgemeine Relativitétstheorie’, gelesen von J. Main und geschrieben von
S. Boblest, Vorldufige Version 2011 tp1.uni-stuttgart.de/lehre/vorlesungen/rela2/ss2011/ARTGrundl.pdf:
[Mai]

(e) ’Allgemeine Relativittstheorie’, T. FlieBbach, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg 1995:
[Fli]

4, Skript:

Das Skript zur Vorlesung finden Sie unter der Internet-Adresse

https://www.physik.tu-cottbus.de/users/wulf/Vorlesungen/1 8 ART/Skript.pdf

5. Priifungsleistungen:
e Klausur oder miindliche Priifung am Ende des Semesters, inhaltliche Nihe zu den Ubungen.

6. Wiirdigung:

Der Autor dankt D. Robaschik fiir wertvolle Diskussionen.



Kapitel 2

Einleitung

Grundlage der Vorlesung ist die von Einstein verfasste Einfiihrung 'Grundziige der Relativitdtstheorie’[1]].
Ihre Lektiire parallel zur Vorlesung ist unbedingt zu empfehlen. Ich habe mich bemiiht, die mathematische
Sprache, wo notig, im Detail zu aktualisieren (keine imaginire Zeit, Einfilhrung des Eta-Tensors fiir die
Metrik des Minkowski Raums etc.). Weiterhin habe ich einige Teile fortgelassen, von denen ich glaube,
dass sie fiir das erste Kennenlernen der allgemeinen Relativititstheorie nicht unbedingt notwendig sind.
Dariiber hinaus habe ich mich bemiiht, Herleitungen, die Einstein etwas aus dem Armel geschiittelt hat, zu
tiberarbeiten. Dadurch verliert der Text natiirlich die urspriingliche Leichtigkeit.

Die Gliederung der Vorlesung folgt im Wesentlichen Einsteins Einfiihrung. Die Abschnitte sind:

1. Grundbegriffe der speziellen Relativitiitstheorie:
Zunichst wird die spezielle Relativititstheorie (SRT) beschrieben, welche die Grundlage der allge-
meinen Relativititstheorie (ART) ist. Fiir die Entwicklung der ART wichtige Erkenntnisse sind

o Kopplung von Raum und Zeit zu einem vierdimensionalen Raumzeitkontinuum. Der Newton-
schen Gravitationstheorie liegt die gegensitzliche Gallileische Vorstellung zugrunde, in der
Raum und Zeit unabhiingig voneinander von minus- nach plus-unendlich gehen. Dieser Un-
abhingigkeit entspricht, dass lokale Anderungen in der Massenverteilung zu instantanen Veriinde-
rungen der Gravitationskrifte im gesamten Raum fiihren sollten. Im Gegensatz dazu bewirkt die
Kopplung von Raum und Zeit, dass eine durch die lokale Verdnderung der Materieverteilung
hervorgerufene Gravitationsstorung sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet. Dieses Konzept
fiihrt zu den vor kurzem gemessenen Gravitationswellen. Die Kopplung von Raum und Zeit
eroffnet die aktuelle kosmologischen Vorstellung, dass Raum und Zeit zusammen durch einen
"Urknall” entstanden sind und sich seitdem ausbreiten.

o Kovarianzforderung: Naturgesetze miissen die gleiche Form in allen gleichformig gegeneinan-
der bewegten Inertialsystemen (beschleunigungsfreien Systemen) aufweisen.

e Aguivalenz von Masse und Energie, E = mc?. In das Masseniiquivalent geht neben der Ruhe-
massenenergie des Teilchens auch die Energie der Relativbewegung zwischen Beobachter und
Teilchen ein. Die Masse eines Teilchens vergroBert sich daher mit seiner Geschwindigkeit.

2. Kovariante Formulierung der Elektrodynamik:
In die Gravitation geht das Masseniquivalent der gesamten Energie der erzeugenden Materie ein, wel-
che nach der SRT von der Relativbewegung zwischen Beobachter und erzeugender Materie abhiingt.
Dies ist im Kontrast zum Newtonschen Gravitationsgesetz, in dem die erzeugende Masse als un-
verinderlich angenommen wird. In der allgemeinen Relativititstheorie wird die skalare, nichtkovari-
ante Teilchenmasse als Quelle der Gravitation ersetzt durch den kovarianten Energie-Impuls-Tensor



T,,. Dieser wird der Struktur nach der kovarianten Formulierung der Elektrodynamik entnommen.
Der Energie-Impuls-Tensor beschreibt nicht nur die Dichte von Energie und Impuls sondern auch de-
ren Strome. Dass neben Quelldichten auch Quellstrome Felder erzeugen konnen, ist auf dem Gebiet
der Elektrodynamik von Magnetfeldern her bekannt, die durch Ladungsstrome entstehen.

3. Mathematische Beschreibung der Raumkriimmung:

Nach Einsteins Vorstellungen erzeugt eine durch den Energie-Impuls-Tensor 7, beschriebene Ma-
terieverteilung eine Kriimmung im Raumzeitkontinuum. Die mathematische Beschreibung von ge-
kriimmten Raumen wurde schon seit dem neunzehnten Jahrhundert entwickelt. Wichtige Beitrige
stammen u. a. von Gauf} , Riemann, Christoffel, Ricci und Hilbert. Als zentrale Grofe zur physi-
kalischen Beschreibung der Raumkriimmung in der allgemeinen Relativititstheorie erweist sich der
Riemannsche Kriimmungstensor. Dieser ermoglicht es, die Raumkriimmung ohne Riickgriff auf einen
hoherdimensionalen einbettenden Raum zu definieren.

4. Grundgleichungen der allgemeinen Relativitditstheorie
Wir betrachten Einsteins Weg zu den beiden Grundgleichungen der ART:

o Die Geodiatengleichung, welche als Bewegungsgleichung die Dynamik der Massen- bzw. Ener-
gieverteilung bei gegebener Raumzeitkriimmung beschreibt: Nach dem Aquivalenzprinzip ist
die Teilchenbewegung in der gekriimmten Raumzeit lokal gleichformig, d. h. frei von der Gravi-
tationswirkung. Die Zusammenstiickelung der lokal gleichférmigen Bahnen sind die Geodéten.
Kameraaufnahmen belegen, dass sich die Astronauten auf der ISS in der Tat so bewegen, als
ob die Schwerkraft nicht existierte (s. Einsteins fallender Fahrstuhl). Die Geoditengleichung
ersetzt die zweite Newtonsche Bewegungsgleichung.

e Die Feldgleichung der ART, die die Raumzeitkriimmung bei gegebener Energiedichte- und
Energiestromverteilung behandelt. Hier wird der Riemannsche Kriimmungstensor mit dem Energie-
Impuls-Tensor in Verbindung gebracht. Die Feldgleichung der ART ersetzt das Newtonsche
Gravitationsgesetz.

Die Grundgleichungen der ART gehen iiber in die entsprechenden Newtonschen Gesetze fiir schwa-
che Gravitation (die kleine Masse der Erde) und fiir niedrige Geschwindigkeiten im Vergleich zur
Lichtgeschwindigkeit (unser Alltag). Bei stirkerer Gavitation treten messbare Effekte der allgemei-
nen Relatvititstheorie auf wie die Gravitationswellen, gravitative Zeitdilatation, Lichtablenkung im
Schwerefeld und die Periheldrehung des Merkur. Die beriihmten ’schwarzen Locher’ sind Effekte
starker Gravitation.



Kapitel 3

Spezielle Relativitiatstheorie (SRT): Die
Grundbegriffe

3.1 Die Lorentz-Transformation

Der speziellen Relativitétstheorie liegen folgende zwei Postulate zugrunde

1. Spezielles Relativitétsprinzip: Die physikalischen Gesetze sind gleich in allen Inertialsystemen, d. h.
in allen gleichférmig, geradlinig gegeneinander bewegten Koordinatensystemen.

2. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Die Vakuumlichtgeschwindigkeit ist in allen Inertialsystemen
gleich (s. Michelson-Morley-Experiment).

Die klassische Galilei-Newtonsche Mechanik geniigt dem speziellen Relativititsprinzip. Die dazugehorige
Galilei-Transformation verletzt aber das zweite Postulat (3.10).

Zur Behandlung der grundsitzlichen Effekte der SRT geniigen die Bedingungen der speziellen Lorentz-
transformation (s. Abb.[9.22)): Betrachte zwei Koordinatensysteme /S (‘raumfestes System’) und 1S’ (*be-
wegtes System’). IS’ bewege sich mit einer konstanten Relativgeschwindigkeit in x-Richtung v = ve,
relativ zu IS. Bei t = ¢ = 0 fallen die Urspriinge der Koordinatensysteme zusammen (Vernachlidssigung
einer trivialen Translation in Raum und Zeit), sodass fiir alle Zeiten y = y’ und z = z’. Ein Ereignis P ist ein
Punkt im Raum-Zeit Kontinuum. Dieses wird in IS durch das Koordinatenquadrupel

P:(ct,x,y,2) = (% x', 2%, %) = () 3.1
1S INN
y ¥ Ereignis = Raum-Zeitpunkt P
vV =v ex
My
'

Abbildung 3.1: Darstellung des Ereignisses (Raumzeitpunktes) P durch ein Quadrupel (¥*) im ‘raumfesten’
System IS und (x#) im bewegten System /S”.
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représentiert. Der : in (3.1) bedeutet also *wird reprisentiert durch’. In IS’ wird P reprisentiert durch den
das Koordinatenquadrupel (ct’, x',y,z") = (x°, x’!, x’2, x’®). Da ein fester Raumzeitpunkt vorliegt, existiert
eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den x* und den x#, ndmlich die Lorentztransformation. Diese ist
eine lineare Abbildung, die wir in der Relativitidtstheorie komponentenweise in der Form
. ox™
X =Ax" mit A = (3.2)
ox”
formulieren. Hier wird nach der Einstein-Konvention iiber die auf einer Seite der Gleichung doppelt auftre-
tenden Indizes summiert. Es resultiert fiir die spezielle LT in Matrixschreibweise

0

0
0
X (3.3)
0

0
0
1

mit 8 = v/cund y = 1/+4/1 —v2/c2. In Matrixschreibweise wird dem Koordinatenquadrupel (x*) der Spal-
tenvektor

ct
X
3.4
y (3.4
Z
zugeordent. Gleichung (3.2) lautet dann in Matrixschreibweise
ct y —y8 0 0 ct
X\ |- v 00 X
v | | 0 0 10 y 3.5
7 0 0 0 1 z
Es gelten also die Relationen
=2 und ct' = ct=px (3.6)

V1 -2 V1 -2
sowie y = y" und z = 7’. Ein Zeilenvektor (adjungierter Vektor) in der Matrixschreibweise wird in der Kom-
ponentenschreibweise der ART durch ein Quadrupel mit untenstehendem Index geschrieben, beispielsweise

(X0, X1, X2, x3) = (x,). In der ART wird die durchgehend die Komponentenschreibweise @) und nicht die
Matrixschreibweise (3.5) verwendet. Die Komponentenschreibweise der ART wird eingehend in Kapitel

dargelegt.

Fiir v <« ¢ folgt y — 1 und 8 — 0 und man erhilt in erster Ordung S die Galileitransformation
X=x-wt =t y=y z=7. (3.7)

Die Giiltigkeit des ersten Postulats in Bezug auf die Newtonschen Bewegungsgleichungen wird in Kap.
untersucht, wo die Energie-Masse Aquivalenz gezeigt wird.
Hier zeigen wir, dass die Lorentz-Transformation das zweite Einstein-Postulat erfiillt: Bei r = #' = 0 wird
im zusammenfallenden Ursprung von IS und IS’ eine Licht-Kugelwelle ausgesandt. Wir setzen fiir die
Bewegung der Wellenfront im raumfesten System voraus

Xy 4+ =P = =, (3.8)

wobei wir im zweiten Schritt y = z = 0 setzen. Dann muss im IS’ gelten

x? =2, (3.9)



Wir finden

KAPITEL 3. SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE (SRT): DIE GRUNDBEGRIFFE

x?-cH? o= [(x —vi)? = (ct - ﬁx)z]
= ? [x2 —2xvt + V22 — P+ 2xvt — ﬁzxz]
= Y- -1 =2 - =0 (3.10)

D. h. die aus Postulat 2 stammenden Forderungen (3.8) und (3.9) sind iibereinstimmend in IS und IS’
erfiillbar. Durch Einsetzen der Galileitransformation (3.7) erhalten wir mit x = ¢f und ¢t = ¢ im IS’ wie

erwartet

O=x'-ct=x-vt=-ct' =(c-vi-ct=>c =c—-v. (3.11)

Die Lichtgeschwindigkeit unterscheidet sich also in IS und IS’, wenn v # 0.



3.2. LORENTZKONTRAKTION 7

IS y s 4y

vt Stab

.

x’l x’2:]0

X

Abbildung 3.2: Lorentzkontraktion: In IS bewegter Stab mit der Linge /y in seinem Ruhesystem IS’. Die
im raumfesten Koordinatensystem IS gemessene Linge betrigt [o/y < lp.

3.2 Lorentzkontraktion

Betrachte einen im Ursprung des bewegten Systems /S’ ruhenden Stab mit der Linge [y in IS’ (s. Abb.
[6.5T)). Wie lang erscheint der bewegte Stab im ruhenden System /S ?

Raumzeit-Punkte, die die Linge des Stabes im IS definieren

Py : (ct, x1,0,0) = Anfang des Stabes zum Zeitpunkt # der Lingenmessung in IS
P; : (ct, x,,0,0) = Ende des Stabes zum Zeitpunkt ¢.

Unbekannt sind zunichst x; und x;.

Raumzeitpunkte P; und P, in gestrichenen Koordinaten
Py :(ct},0,0,0)

Py : (ct}, 1y, 0,0)

Unbekannt sind zundchst #{ und 7.

Aufgrund der LT gilt

X y(x1 —vt) und ct] = y(ct — Bx1) (3.12)

Y(x2 —vt) und ct) = y(ct — Bx2), (3.13)

’
X2

d. h., fiir x; < x, wie in Abb. folgt 27 < t]. Daher erfolgt eine Langenkontraktion

1 [
Xy — X1 = ;(xé - x’l) =1y4/1 —,82 < . (314)
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IS i I b

vE

Abbildung 3.3: Zeitdilatation: Zwei raumfeste synchronisierte Uhren bei x; und x, in IS und eine bewegte
Uhr im Ursprung von IS’. Die beim Durchgang der bewegten Uhr von x; nach x, verstrichene Zeit ist in IS

langer als die in IS’, bewegte Uhren gehen langsamer.

3.3 Zeitdilatation

Wir betrachten die in Abb. [3.3]dargestellte Situation: Im IS sind zwei synchronisierte Uhren bei x; = 0 und

x5. In IS’ befindet sich eine einzige Uhr im Ursprung (x" = 0).

Ubertragung der Zeit zwischen IS und IS’ vollzieht sich bei unmittelbarem Kontakt, d. h. ohne Verzogerung
eines ausgetauschten Lichtsignals: Die IS-Beobachter bei x; und x; lesen die Zeiten ti und t’2 der bewegten

Uhr und ihre eigenen Zeiten ¢; und #, ab, wenn die Uhr vorbeikommt.
Ereignis 1: Bewegte Uhr bei x;

Py : (ct1,x1 =0,0,0) inIS’ Py : (ct, x; = 0,0,0)

Ereignis 2: Bewegte Uhr bei x;
Py : (¢t2, x2,0,0) inIS” P, : (cty, x5, = 0,0,0).
Fiir das erste Ereignis gilt nach (7.10)
ct] =y (cty = Bx1) = yety

und fiir das zweite
cty =y (ct — Bx2).

Wir beriicksichtigen in letzterer Gleichung x, = v(f, — ;) und erhalten
th=vy [tz -B(tr - t1)] .

Dann folgt mit (3.17)

th—t) = Y[fz -Bt—1) —ll] = 7(1 —ﬁz)(fz —t)= 1= (tr-1t).

At +=Aty At

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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Wir definieren Aty = ) — ¢} als ‘Systemzeit’ fiir die ruhende Uhr (Eigenzeit) und Az = #, — #; als Zeit im
System, in dem sich die Uhr bewegt. Es gilt

Aty

N

At =

> Ao, (3.21)

bewegte Uhren gehen also langsamer.

Beispiel: Die Zerfallszeit eines sich bewegenden Teilchen ist linger als die Zerfallszeit im Ruhesystem des
Teilchens. Aufgrund dieses Effektes lassen sich Myonen auf der Erdoberfliche nachweisen, die durch die
aus dem All kommenden Hohenstrahlung erzeugt werden: Beim Eindringen der aus dem All kommenden
Hohenstrahlung werden durch die Wechselwirkung mit der Erdatmosphére eine Reihe von Teilchen er-
zeugt. Eine Gruppe dieser Teilchen sind die instabilen Myonen. Ruhende Myonen zerfallen mit der kurzen
Halbwertszeit von 1,52107 5. Sie erreichen die Erde nur wegen der Zeitdilatation.

3.4 Eigenzeit

Die Uhr bewegt sich gegeniiber /S mit einer zeitabhéngigen Geschwindigkeit v(#). Es existieren also mess-
bare Beschleunigungsvorginge der Uhr und das Ruhesystem ist kein Inertialsystem.
Berechnung der Zeit ¢, welche von der bewegten Uhr angezeigt wird:

o Fiir gegebenes ¢ fiihre ein Inertialsystem /S’ ein mit der Momentangeschwindigkeit v(¢). Bei ¢ ist die
Uhr im /S’ in Ruhe

e Definiere Zeitintervall dr im IS’ welches im IS zwischen ¢ und ¢ + dt liegt. Dann ist

2(t
dr=df =dir|1 - v—(z) o dt = ydr (3.22)
C

e Dann folgt fiir die Zeitspanne im Ruhesystem der bewegten Uhr

15)
[ v(@)?
t—ti=1= | dt{/1 - — 3.23
2THh =T f 2 ( )
4]

7 ist die Eigenzeit, unabhéngig von IS

Physikalischer Grund: Die zwei Ereignisse sind das Starten und das Stoppen der Uhr = 7 muss eine c-Zahl
sein, die in jedem System eindeutig abgelesen werden kann.

Relevant fiir Zwillingsparadoxen:
Zwei Zwillinge:
- bewegter Zwilling-Raumreise

- verbleibender Zwilling IS

Die Eigenzeit des bewegten Zwillings bei seiner Riickkehr ist kleiner ~> bewegter Zwilling ist jiinger.
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3.5 Metrik im Raum-Zeit Kontinuum und Minkowski-Raum
Wir definieren den folgenden Abstandsbegriff: Gegeben seien zwei Ereignisse mit den IS-Koordinaten

Py (ct1, x1,y1,21) = (x(l), x},x%, x?) und  P; : (cty, x2,¥2,22) = (xg,xé,xg,xg). (3.24)
Dann sei das Quadrat des Abstandes zwischen P; und P, gegeben durch

sP=n-n)’ - (-0 =02 -y’ — @ -a) = AP - AP - Ay - AP (325)

Unter Anwendung der Lorentztransformation konnen /S -Beobachter und 1S’-Beobachter tiber den so gewéhl-
ten Abstandsbegriff iibereinstimmen, d. h. der in (3.25) gewihlte Abstand ist lorentzinvariant. In Ubung
zeigen wir: Aus der speziellen LT

X =2 und o = SL2BT (3.26)
V1I-p2 NIz
sowie y = y" und z = 7’ folgt
57 = A(A)? = (AX)? = (AY')? = (AZ)? = H(A1)? — (Ax)* — (Ay)? — (Az)* = §°. (3.27)

Diese Invarianz ermoglicht eine Klassifikation der Abstidnde: Wihle zunéchst in IS P; : (0,0,0,0) und

P, : (ct, x,0,0). Setze dann

=P - = (=P (3.28)

mit der konstanten effektiven Geschwindigkeit

X
Veff = ; (329)

Es ergibt sich nun die in Abb. [3.5|dargestellte Klassifikation der Abstinde

=0 = |vessl =c lichtartig
§2{ <0 = |vesfl >c raumartig (3.30)
>0 = |vsfl <c zeitartig
e Lichtartiger Abstand: Die beiden Punkte konnen durch ein Lichtsignal verbunden werden

e Raumartiger Abstand: zwei Ereignisse sind rdumlich so weit entfernt, dass sie sich nicht beeinflussen
konnen. Dies gilt in allen Inertialsystemen in gleicher Weise.

o Zeitartiger Abstand: Kausale Beeinflussung der Raumzeitpunkte moglich.

Der Minkowski-Raum ist die vierdimensionale Mannigfaltigkeit der Raumzeitpunkte, i. e. die Menge aller
Quadrupel
P:(ct,x,y,2) = (% x', %%, %) (3.31)

mit der nichteuklidischen Metrik
ds? = (dx")? = (dx")? = (dx*)* = (dx*)? = nudx'dx’. (3.32)

Hier ist der metrische Tensor im Minkowski-Raum in Matrixschreibweise gegeben durch

1
0 "

= 1o o -1 o |=7" (3.33)
0
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zeitartig: Kausale Beeinflussung moglich

t 2

absolute Zukunft

SZ<D

X

raumartig: keine kausale Beeinflussung

absolute ¥ergangenheit Lichtkegel

Zeitkomponente von B in jedem IS

groBer als die von P o

Abbildung 3.4: In diesem Diagramm ist P; : (0,0,0,0) und P, : (ct, x,0,0). Der Lichtkegel trennt Berei-
che im Raumzeitkontinuum mit unterschiedlichem Vorzeichen des Abstandsquadrats, d. h. zeitartige und
raumartige Intervalle.

In (3:32) wie in der gesamten Relativititstheorie reicht die differenzielle Form des Abstandsgesetzes (3.23),
die weniger Voraussetzungen macht als die globale. Um (3.32)) in eine kompakte Form zu bringen, definie-
ren wir die kovarianten Komponenten

X, = Ny X = (ct, —x, ~y, —2) (3.34)
eines Raumzeitpunkts. Dann kann (3.32) umformuliert werden zu

ds* = dx,dx" = n,dx'dx’ = " dx,dx,. (3.35)
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3.6 Vektoren und Tensoren

In der Lorentztransformation (3.2)
xH = Ay (3.36)

werden die kontravarianten Komponenten x* eines Raumzeitpunktes P in IS auf die kontravarianten Kom-
ponenten x’* in IS’ abgebildet. Durch diese Transformationseigenschaft wird das Quadrupel der x* zur
kontravarianten Darstellung des sogenannten Orts-Vierervektors (Ortsvektors). In Verallgemeinerung nen-
nen wir jede physikalische Grofe V einen Vierervektor, deren kontravariante Darstellung vier Komponenten
0O, v, v, v3) = (v4) umfasst, die sich wie (3.36) transformieren. Als kovariantenvon Komponenten von V
definieren wir das Quadrupel

) = (0o, Vi, v2,v3) = (0, =v!, =3, =), (3.37)

bzw.
Vi = V. (3.38)

Dies bezeichnen wir als "Herunterziehen’ des Indexes v. In (3.38) wird der Index v "heruntergezogen’. Ein
Index kann auch "hochgezogen’ werden in der Form

W=y, (3.39)

Dies bezeichnen wir als ’Heraufziehen’ des Indexes v. Es gilt nun

V’g— = ﬂoyv'” = napAﬂvVV = napAﬂvnVTVT (3.40)

Dieses ergibt die Transformationsvorschrift fiir die kovarianten Komponenten
vio=ASv, (3.41)
mit
Aa‘—r = 770';177”1\#\/ = nUynTVAle (3.42)

In der letzteren Gleichung wird der Index ¢ wie in Gleichung heruntergezogen und der Index v wie in
Gleichung (3.39) heraufgezogen. Aus ist zu entnehmen, dass A}’ = -A*,, wenny =0undv =1,2,3
oder u = 1,2,3 und v = 0. Ansonsten ist AHV = A“V.

Die Norm (der Betrag) eines Vierervektors ist definiert durch den Skalar

VI = My, (3.43)

Die Invarianz der in Vektornorm kann wie in bewiesen werden. Formal folgt aus dieser Normerhaltung

VLV/# = A#‘TA”VV(,V" =87 vV =Y (3.44)
mit der Identitit
AN =87, (3.45)
und
1 000
- |01 0 0 o .,
=lo o 1 ol=% =5 (3.46)
0 0 0 1

Hier wird wegen der Symmetrie nicht zwischen 6%, 4, und ¢ unterschieden.

v Yy
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Wir betrachten die inverse Transformation zur Lorentztransformation in (3.2)

x= (AT
Es gilt dann
ox!
AT, = —.
A= o

Wir finden nun o A >
(A_I)ZA” _Ox7 ox* Ox

VT oxm x” T OxY Ve

Ein Vergleich mit (3.43) fiihrt auf
—1No _ o
(AT, =A7.
Dieses entspricht der Relation
D' =D"

fiir Drehmatrizen im dreidimensionalen euklidischen Raum.
Beispiele fiir Vierervektoren:

13

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

1. Vierergeschwindigkeit: Vorgegeben die Weltlinie (x(¢)) = (ct, x(¢), y(¢), z(¢)) eines Teilchens im IS. In

IS berechnen wir den Lorentzskalar

ds = \/czdt2 —dx? - dy* — dz?,

sodass

ds _ |2 ﬂZ_d_x2_@2_%2:C l_vi—vg—vgzc
dt dt dt dt dt 2

V2
I->=ct, (352
C

wobei wir die Definition des Eigenzeitdifferentials in (3.22) angewendet haben. Die Vierergeschwin-

digkeit ist dann definiert als Vierervektor

Seine vier kontravarianten Komponenten transformieren sich namlich wie (3.2)),

dx* = A,dx” und dr =drt.

Somit ergibt sich

dx'* dx’
= =AY =N .
dr Vodr i

u™

Es resultiert
u dx* dx* dt  dx* 1
= c— = =

ds _ Car ds dr 1-52

sodass

1
u' = (¢, vy, vy,v,) sowie u, =
V1 -p?
Die Norm der Vierergeschwindigkeit ist gegeben durch

1
lut| = \/1 _’32(62_"%_"3_‘%) =c,

identisch in allen Inertialsystemen.

1
=

(C, —Vx» _Vy» _VZ)~

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)
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2. Vierergradient:

Kovariante Komponenten

0 10 0 o 0
oy=—=|-—,—, —, — 3.58
o (c ot" Ox” dy 6z) (3.58)
= Ableitung nach kontravarianten Komponenten. Beweis der Kovarianz von 0,
, 0 X7 0 oa o
u Ox'H - Ox'H ﬁ - (A )#60' - A# a()" (359)
Hier haben wir Gln (3.48)) und (3.50) verwendet.
Die kontravariante Komponenten sind
0 106 o9 o0 0
F=—"=-em o —, ——]. 3.60
= 0x, (c ot ox’ dy (9z) (3-60)
Dann ist der d’ Alembertsche Operator
P 1
o=0"0,=n" 6H6V—C—2¥— (3.61)

invariant gegen bei Lorentztransformation.

Verallgemeinerung des Vektorbegriffs durch Tensoren:

Ein Tensor N-ter Stufe ist eine N-fach indizierte Grofle mit den kontravarianten Komponenten A”'+"¥, die
sich in Verallgemeinerung von Gl. (3.2)) in gestrichenen Koordinaten wie

AMHY ox™ % Vi VN
oxn ox
— A”J, . '.All‘yN AV (362)

transformieren. In der ersten Zeile wird ein Tensor durch sein Verhalten bei einer allgemein formulierten
Koordinatentransformation x’*(xy, ... xy) definiert, wie es in der ART geschieht. In der zweiten Zeile wird
der Spezialfall eines Lorentz-Tensors behandelt, der durch das Verhalten bei einer Lorentztransformation
definiert wird, wie in der SRT. Ein Vierervektor entspricht einem Tensor erster Stufe.

Betrachte den Tensor zweiter Stufe mit den kontravarianten Komponenten A*”. In Verallgemeinerung von
Gl. (3.38) sind die kovarianten Komponenten

A,uv = Thm'nv‘rAO—T- (3.63)
Es gibt noch die gemischten Komponenten
A} = AT # A =1, AT (3.64)

Da diese i. A. nicht identisch sind, ist die Reihenfolge der Indizes wichtig. Fiir symmetrische Tensoren ist
die Reihenfolge unwichtig und man schreibt A, = A7 Fiir die Transformation der gemischten Komponenten
lisst sich wie in Ubung|7.3|ableiten

ALY = AN AT (3.65)

Ein wichtiger Vorteil bei der Verwendung von Tensoren sind die genau festgelegten Prozeduren durch die
aus zwei Tensoren A und B ein neuer Tensor C konstruiert werden kann:
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1. Tensorprodukt: Erzeugung des neuen Tensors C durch geeignete Multiplikation der Komponenten
von A und B. Beispiel: Gegeben seien die Tensoren zweiter Stufe A = A*Y und B = B*”. Dann kdnnen
wir einen neuen Tensor vierter Stufe definieren als

CHT = AW BT (3.66)
Es ergibt sich leicht

CHT = AMBTT = N NGAP AT ATBY = AN AT AT CHPY. (3.67)

Ein Beispiel ist die Konstruktion des Feldstédrketensors
F = gFAY — 9" AF (3.68)
aus den Lorentzvektoren d,, und A,. Wie spiter besprochen, gilt

0 -E. -E, -E.
1) E, 0 -cB,  ¢B,
C E) CBZ 0 —CBX

E, -cB, cB; 0

P = (3.69)

2. Kontraktion: Gegeben sei ein Tensor der Stufe N mit einer gemischten Darstellung. Zur Kontraktion
setze einen kontravarianten und einen kovarianten Index gleich und summiere iiber den gleichgesetz-
ten Index. es entsteht ein Tensor der Stufe N — 2.

Als Beispiel gehen wir von einem Tensor A”#2+#¥ der Stufe N aus
A'ulfz...VN — nplv]AV] ,ﬂg...yN. (370)

Setze z. B. den kovarianten Index y; und den kontravarianten Index y, in A,;>*"" gleich i und sum-
miere iiber i. Dann ist
Cry = A 3.71)

l

die kontravariante Darstellung eines Tensors C der Stufe N — 2. In Ubung [7.6|untersuchen wir einen
Tensor dritter Stufe mit der gemischten Darstellung A, ® den wir in den Indizes @ und v kontrahieren

und definieren .
F=A" (3.72)

In Ubung|7.6zeigen wir, dass die C# die kovarianten Komponenten eines Lorentzvektors sind,

c* =N (3.73)
Wie wir spéter demonstrieren werden, folgt auf Grund der inhomogenen Maxwellgleichungen

0 F" = poj". (3.74)

Dadurch, dass auf der rechten Seite ein Vierervektor steht, ldsst sich die linke Seite als Kontraktion
iiber den Index u auffassen. Hierbei werden ein Tensor erster Stufe (9) und ein Tensor zweiter Stufe
F zu einem Tensor erster Stufe (u j) kontrahiert.

Anmerkung: A*, ist kein Tensor sondern eine Transformationsmatrix
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3.7 Relativistische Mechanik und Energie-Masse Aquivalenz
In nichtrelativistischer klassischer Niherung beschreibt die Newtongleichung
p=F (3.75)

mit der Impuls-Geschwindigkeitsrelation
p=Mv (3.76)

die Dynamik eines Massenpunktes. Durch die Impuls-Geschwindigkeitsrelation ist die trige Newtonmasse
M definiert. Die Newtongleichung und die Impuls-Geschwindigkeitsrelation sind jedoch eine Relationen
zwischen Dreiervektoren und ist daher keine kovariante, d. h. beobachterunabhingige Beziehung. Es stellt
sich heraus, dass sie nur fiir kleine Geschwindigkeiten gelten.

Zur Herleitung einer kovarianten Verallgemeinerung der Newtongleichung wird zunichst der Dreierimpuls
p = Mv zum Viererimpuls verallgemeinert und die Impuls-Geschwindigkeitsrelation mittels der
Vierergeschwindigkeit (3.53)), (3.56) geschrieben als

P = mout = moy(c, vy, vy, V7). (3.77)

Weiterhin ist m( die Naturkonstante der Ruhemasse. Mit der Setzung dtr — dr ldsst sich nun auch die
Newtonsche Bewegungsgleichung (3.75)) zu einer kovarianten Bewegungsgleichung

d
= (3.78)

erweitern. Hier ist f# die Minkowski-Kraft. Diese wird so bestimmt, dass die raumartigen Komponenten

u=1,2,3=ivon fiir 8 — 0 in die Newtongleichung (3.73])) iibergehen: Multiplikation von
mit Gl. (3.22)) d7/dt = y~! fiihrt auf

dr d i dr ;
aa ") = g
pu:i
o Llmw)=y'r (379)
dt ' '
Dies ist mit der Komponentendarstellung von (3.75])
d .
d_t(MVi) = F;, i=xy,2 (3.80)

zu vergleichen. Mit v, = v!, v, = v? und v, =13 ist das Ergebnis

Mo

Mo m=myy = und Fioylfisfi=z ——. (3.81)

Die relativistische Masse eines Teilchens ("Impulsmasse’) ist also geschwindigkeitsabhingig gegeben durch

m=—10__ (3.82)

2

-5

Mit der Identifikation (3.8T)) gehen fiir 5 — 0 die raumartigen Komponenten von tatsdchlich in
die Newtongleichung (3.75) tiber. Aus den raumartigen Komponenten der Minkowskikraft ldsst sich die
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zeitartige Komponente f berechnen. Wir schreiben die Norm des Geschwindigkeitsvektors (3.43)) in der
Form
P = o’ = 2, (3.83)

wobei das konstante Normquadrat in Gl, (3.57) gezeigt wurde. Es folgt

d , d du ,  dw’ du
a2 au’

0= dr E (Tlﬂvuﬂuv) = Ny (Eu + dr I/l'u) = ZUHVM”E’

Nach Multiplikation mit m/2 ergibt sich

du” o .
O:nﬂVuﬂ(mOd_L;)=77,uvuﬂfv:fouo_ulfl@OZfOC_Vlfl
und somit o
vVift oy ydE
= — = — F = —— . 4
fo c c—~—"car (3.84)
dE/dt

wobei die von der Kraft F im Zeitinkrement dr geleistete Arbeit gegeben ist durch dE. Die Nullkomponente
der verallgemeinerten Newtongleichung lautet nun

d dr d d
— (mouo) =f'= —T—(mo)’c) = —Tfo

dr dt dr dt

d _
e omye=y"fy

d myc 1dE

o7 3.85
° dt 2 ocdt ( )

1=

2

Die als Beschleunigungsarbeit hineingesteckte Energie dufert sich im dynamischen Verhalten des Teilchens
als Erhohung der Impulsmasse. Hieraus wird die Energie-Masseédquivalenz gefolgert,

oL L —— (3.86)
B
Fiir kleine 8 — 0 entsteht aus (3.86))
E ~ moc® + %vz = Ruhenenergie + kinetische Energie. (3.87)

Die Deutung von moc? als Ruhenenergie lisst sich experimentell verifizieren: Beispielsweise zerfillt ein
Elektron-Positronpaar mit der gemeinsamen Masse Masse von ca. m = 21073%g in zwei y Quanten der
jeweiligen Energie von 511keV. Wir konnen Gl. und (3.86) zusammenfassen als

E
= (Zopepnp), (3.88)
mit dem relativistischen Impuls
p = mv, (3.89)
in den die geschwindigkeitsabhéngige Masse (3.82) eingeht. Die kovariante Bewegungsgleichung (3.78)
wird mit imIS

% (E.px: Py p2) = (VF. F, Fy, F2). (3.90)



Kapitel 4

Kovariante Formulierung der
Elektrodynamik: Der
Energie-Impulstensor

4.1 Relativistische Ladungsdichte, Viererstromdichte und Viererpo-
tential

Die elektrische Ladung eines physikalischen Objekts kann sich nicht dadurch @ndern, dass man sich relativ
zu diesem Objekt bewegt, man beobachtet in allen Inertialsystemen dieselbe lorentzinvariante Ladung g.
Wir betrachten zunéchst das Ruhesystem eines geladenen Korpers. Im Ruhesystem gelte fiir die Ladungs-
dichte p

dq = podVy = podxodyodzy = podx’dy’dz’ 4.1)

Im letzten Schritt definieren wir das Ruhesystem als das gestrichenes System IS’. Wir denken uns dV als
Kubus mit den Kantenlidngen dx’, dy’ und dz’. Als ungestrichenes System mit dem ruhenden Beobachter be-
trachten ein in x-Richtung mit dem Geschwindigkeitsbetrag v relativ zum Ruhesystem der Ladung bewegtes
Inertialsystem IS . Relativ zu IS bewegt sich also die Ladungsverteilung. Aufgrund der Lorentzkontraktion
ergibt sich in IS fiir den ruhenden Beobachter das Volumenelement

1
dV = dxdydz = —dx'dy’d7 = /1 — B2dV,. 4.2)
Y
Fiir die in IS bewegte Dichte p gilt
dq = pdV. (4.3)
Gleichsetzen von @.1)) und (4.3) ergibt
1
podVo = pdV = P;dVO = p =Ypo- 4.4)

Die in IS bewegte Dichte ist daher aufgrund der Lorentzkontraktion um den Faktor y groBer als die Dichte
im Ruhesystem.
Die kontravararianten Komponenten der Viererstromdichte werden definiert als

JE = (ep, jus Jys J2) = P(C, Vi, Vy, V) = poy(C, Vi, Vy, v2) = pou. (4.5)

18
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Im letzten Schritt von (@.5) ist die Kontravarianz von j* explizit bewiesen. Die Transformationseigenschaf-
ten der Viererstromdichte ergeben sich ebenfalls aus der Giiltigkeit der Kontinuitétsgleichung

0 . "
Ep+V,]=6a]'=O (4.6)

in allen Inertialsystemen. Nach dem sogenannten Quotientenkriterium folgt mit 9, j* = 0 aus der Kovarianz
von d, (s.Gl. (??)) die Kontravarianz von j*.
Die kontravararianten Komponenten des Viererpotenzials werden eingefiihrt als

A® = (f,AxAy,AZ). 4.7)
C

In der letzteren Gleichung ist das Vektorpotenzial A wie iiblich definiert durch

B=VxA (4.8)
und das elektrische Potenzial durch
0A
E=-Vo- —. 4.9
=5 4.9)

Durch diesen Ansatz werden die beiden homogenen Maxwllgleichungen

oB
VXE+—-=0 und VB=0 (4.10)

automatisch gelost. In Lorerenz-Eichung wird gesetzt

1 8¢ .
S PVA=060,A"=0. .11

In Ubung (8.1) wird gezeigt, dass in Lorerenzeichung aus die Bedingungen (4.8)) und und die zwei
inhomogenen Maxwellgleichungen

OE
Vx B = — + uoj
€olo o Mol
1
VE = —p 4.12)
€0
auf
oA = uyj* 4.13)

filhren. Aus der Eichbedingung (#.11) entnimmt man, dass in Lorenzeichung die A per definitionem kon-
travariant transformieren. Weiterhin ist der d’ Alembert-Operator nach Gl. (3.61)) ein Lorentzskalar, sodass
die Maxwellgleichungen fiir das Vektorpotential (4.13) vollstindig kovariant formuliert sind.

4.2 Feldstarketensor und Maxwellgleichungen
Wir definieren als Differenz zweier Tensorprodukte den Feldstirketensor

F* = FAY — &' AR (4.14)
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Es folgt unmittelbar die Antisymmetrie F*” = —F*” mit verschwindenden Diagonalelementen. Weiterhin

FOU = 5041 — 9140

_ %(aﬁﬁ . %¢) -1k, (4.15)
F? = é(gtAy + %w) = —%Ey (4.16)
F% = é(gtAz + %p) = —%EZ

Analoges gilt fiir die restlichen Tensorkomponenten, sodass

0 -E. -E -E;

11 E 0 —cB cB

W _ X z y
F T oo E, ¢B, 0 —-cB, |’ @.17)

E, —cB, c¢B; 0

Will man das historsich eingefiihrte elektrische Feld und das historisch eingefiihrte Magnetfeld als Grund-
groBen zu einer kovarianten Formulierung der Elektrodynamik einsetzen, muss man sie in Form des antsy-
metrischen Feldstirketensor zweiter Ordnung gruppieren.

Die Maxwellgleichungen konnen dann kovariant durch den Feldstérketensor ausgedriickt werden:

1. Die vier inhomogenen Maxwellgleichungen (.12) fiihren auf

0, F" = 0,0'A” — 9,0"A" = OA” - 0" a,A" =uoj’, (4.18)
——
=0, wg. Lorentzeichung

also
0 F" = poj". (4.19)
2. Die vier homogenen Maxwellgleichungen
0B
VXE = —— 4.20
E (4.20)
VB = 0 (4.21)
konnen ausgedriickt werden durch die Identitét
PP + PP+ 9FH = 0. (4.22)

e Behauptung ist trivial erfiillt, wenn zwei Indizes gleich sind. Beispiel: u = v
u=v—o P FY+¢ P+ F¥ = P+ & F¥ = 9" P + 9 FY = 9" (F“ - F”) =0 (4.23)

o Es gibt ferner vier nichttriviale Kombinationen von (4, i, v): (0, 1, 2),(1,2,3),(2,3,0)und (3,0, 1).
Jede fiihrt auf eine der vier homogenen Maxwellgleichungen (4.21)) Fiir (0, 1, 2) ergibt bei-
spielsweise die homogene Maxwellgleichung

PF? 40 P+ PF = L (py- 2 (lEy) i (—lEx)
Cc

= (ct) “ox\c B ay
3 10B, N 1(0E, OE,
a c ot ¢\ dy ox |,
10B, 1
-————-—-(Vx E),=0. 4.24
© T c( x E), (4.24)
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Die anderen Kombinationen demonstrieren wir in Ubung [?]. Es ist unmittelbar einsichtig, dass
(.19) und viel komplizierter sind als ihre Gegenstiicke (4.13) unter Verwendung des Vek-
torpotentials.
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4.3 Viererkraftdichte in der Elektrodynamik

Die Maxwellgleichungen ermoglichen die Berechnung der Zeitentwicklung der elektromagnetischen Felder
bei gegebener Quelldichte, d. h. Viererstromdichte. Dies sind die Feldgleichungen des elektromagnetischen
Feldes. Es gibt neben der Feldgleichung eine zweite wesesentliche Gleichung: Die Feldquellen unterliegen
einer Bewegungsgleichung, die wiederum vom elektromagnetischen Feld bestimmt ist. Diese Zweisamkeit
von Feldgleichung und Bewegungsgleichung der Quellen besteht auch in der allgemeinen Relativititstheo-
rie: Es gibt in der ART zum einen die Feldgleichungen, die die Raumkriimmung bei vorgegebener Quellver-
teilung beschreiben. In die Quellverteilung gehen die Massen in Form des Energie-Impulstensors ein, der im
folgenden besprochen wird. Zum anderen gibt es die Bewegungsgleichung der Massenpunkte, die sich bei
verschwindenden elektromagnetischen Feldern beschleunigungsfrei auf sogenannten Geoditen bewegen.
In der Newton-Maxwelltheorie d. h. in nichtrelativistischer Naherung ist die Bewegungsgleichung der Quel-
len gegeben durch die Newtongleichungen mit der Lorentzkraft

mv=p=F, =qE+vxB). (4.25)

In Kapitel [3.7/haben wir die Newtongleichung zu einer kovarianten, relativistischen Bewegungsgleichung

d
E-pﬂ = f’u = qFNVMV (426)

verallgemeinert, zum einen durch Einfiihrung des Viererimpulses

mp

und zum anderen mit der Setzung dt — dt. Hier ist f* die Viererkraft. Im letzten Schritt von wurde
ein Ansatz fiir die Viererkraft im Fall von elektromagnetischen Feldern eingefiihrt. Dieser ergibt sich aus
der Forderung, dass Gl. (#.25) mit (4.26) fiir kleine Geschwindigkeiten und u = i = 1,2, 3 iibereinstimmt.
In der Tat

P = mout = (€, vy, Vy, V7). 4.27)

It = aF"u, = gF %o + FYu; = qy(E. + Bvy = Byv) = qy (E+ v X B), — (F); (4.28)
Analog fiir /2> und f>. Die 0-Komponente der Viererkraft lautet
19 =49Ey. (4.29)
c

Wir definieren die Viererkraftdichte

1 a mat
I = pof* = poF*'u, = (— iy K) (4.30)
c Ot

Hier ist die Zeitableitung der mechanischen Energiedichte der Teilchen mit j = pv, sodass

mat

ot

ck” = cpofo = poyqEvgJ E = 4.31)
Die Lorentzkraftdichte K lautet miti = 1...3

Ki=pof =p(qE+vxB), = k' (4.32)
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4.4 Energie-Impulstensor des elektromagnetischen Feldes

Die Maxwellgleichungen sind kovariant, d. h. sie gelten in allen Inertialsystemen. Wie in Ubung gezeigt,
lassen sich aus den Maxwellgleichungen und der Lorentzkraft der Energieerhaltungssatz (4.33)) und der
Impulserhaltungssatz herleiten. Im nichsten Kapitel (4.5) zeigen wir eine dquivalente Herleitung
durch Gradientenbildung des Energie-Impulstensors, welcher im vorliegenden Kapitel zunichst definiert
wird.

Der Energieerhaltungssatz lautet
ou U™ . ou™

o ot ot

Hier ist die Zeitableitung der mechanischen Energiedichte der Teilchen nach (#.31) gegeben durch
aumat

ot

= -VS. (4.33)

=gjE = k°, (4.34)

die Energiedichte der em-Felder durch
em €0 2 1 2
=—E"+—B 4.35
u > 0 (4.35)
und der Poyntingvektor der Energiestromdichte durch
1
Ho
Der Energieerhaltungssatz (4.33) hat die Form einer Kontinuititsgleichung, welche mit Dreiervektoren for-
muliert wird. Fiir die Impulserhaltung liegt eine entsprechende Kontinuitétsgleichung
0 0
— Pi=—
ot ot

S = —(ExB). (4.36)

en mda. 8
(Pem + Pt = Z]“ a_ij,-j (4.37)

vor, mit der Zeitableitung der mechanischen Impulsdichte der Teilchen gegeben durch

d .
—P=K=FK 4.38
7 (4.38)
und der Dreier-Lorentzkraftdichte K in (4.32)). Die Impulsdichte des em-Feldes lautet
1
P = quo S = C—ZS. (4.39)
SchlieBlich ist
1 1 » 1 _, 1 om
ﬂjZEQE,‘Ej+—B,‘Bj—§6ij E()E +—B ZEQEiEj+—BiBj—6iju (440)
Ho Ho Ho

der Maxwellsche Spannugstensor fiir die Impulsstromdichte.
Zur explizit kovarianten Formulierung von Energie- und Impulserhaltung definieren wir nun den Energie-
Impulstensor durch

1 1
T = — |FY,F” + —1f" F°F .
Ho [ Y 477ll 76]
In Ubung wird gezeigt: Setzt man die Definition des Feldstérketensors ein, so erhélt man

u" Sy/c Sy/c S:/c
Sylc = _7-ij
Sy/c  Maxwellscher Spannungstensor

S./c

T+ = (4.41)
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Ahnlich wie im Feldstirketensor die sechs Komponenten des elektromagnetischen Felder in einer kova-
rianten Form als Tensor angeordnet werden, so werden die Energiedichte- und Impulsdichtegroflen im
Energie-Impulstensor in kovarianter Form angeordnet. Aus der Kovarianz dieses Tensors geht hervor, wie
Energiedichte 4" sowie Impuls- und Energiestrome S und T7; sich transformieren. Besonders wichtig ist
T = 4" = puc?, wobei nach der Energiedichte eine Massendichte y zugeordnet werden kann.
Mit der Erweiterung durch den Beitrag der Materie (s. Abschnitt 4.6) wirkt der Energie-Impulstensor in
der ART als *Quellterm’ fiir die Kriimmung der Raum-Zeit. Hier spielt 7% die dominierende Rolle, die
anderen Komponenten sind bei 'normalen’ Bedingungen vernachléssigbar.
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4.5 Divergenz des Energie-Impulstensors: Impuls- und Energieer-
haltung

Im Ausdruck @) fiir die Viererkraftdichte k#, welche das elektrische Feld auf die Ladungen ausiibt,
kommt die Viererstomdichte als Argument vor. Die Viererstomdichte ldsst sich durch die inhomogenen
Maxwellgleichungen eliminieren, sodass die Minkowskikraft allein durch die elektromagnetischen Felder
ausgedriickt werden kann, was fiir die Konstruktion der Bewegungsgleichung der Teilchen wichtig ist.
Unter Verwendung des Energieimpulstensors ergibt sich eine besonders einfache Form, denn die
Minkowskikraft resultiert durch einfache Anwendung des Vierer-Gradienten. Diese fiihrt auf kovariante
Erhaltungsgleichungen (??) und von Energie- und Impuls. Hierdurch werden die Komponenten des
Energie-Impulstensors interpretierbar als Energie- und Impulsdichten bzw. Energie- und Impulsstrome.
Wir bilden die Divergenz des Energie-Impulstensors

1 i
Hod T = Oy (FﬂyFw + ZUFVFWFyé)

' (Fuy F”) + %aV(FWFyé)
= (0"Fu) F” + Foy (" F™) + %F,,yaVFW (4.42)
Hierbei verwenden wir im letzten Schritt
O'(FYF,s) = (0"F")F s + F*°(9"Fy5) = 2F5,0" F" = 2F ,,0" F". (4.43)

Im nichsten Schritt setzen wir im ersten Term auf der rechten Seite von (4.42) die inhomogene Maxwell-
gleichung
0" = o’ = Foy = o), (4.44)

ein und erhalten

v 4 1
Ho0, T HoF" jo + F [6“ F +§6"F"7]

1/2(FY+F7)

1
HOF™ jy + 5 Fyy (0 FY + 3 F + 9'F*7). (4.45)

Weiterhin folgt aus den homogenen Maxwellgleichungen (8.5)

HF" +"F + F* =0= F" + "F* = -0"F"* = 9" F". (4.46)
Dann wird (#.43)) zu
1
HOOLT™ = poF Y jy + S Fyy FY + 5P (4.47)
———
Sym.uey

Der letzte Summand ist antisymmetrisch in der Vertauschung von u und 7y und verschwindet bei der Sum-
mation iiber diese Indizes. Schlielich

8,T" =F"j,=-F"j, = -k, (4.48)

wobei wir (.30) fiir die Viererkraftdichte benutzt haben. Die Bedeutung dieser Gleichungen wird Klar,
wenn man die Definition des Energie-Impulstensors (4.4 1) einsetzt. Fiir v = 0 erhilt man die Energieerhal-
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tungsgleichung @#33)
190, 60 0.1 9.0 0 03 0
-=T —T —T — 7% = _
co Tax a2 T g
9 e 0 0 0 ol
—u" —S +=8,+=—S,=—-ck’=—— mat
o P +8x +8y }+(')z .= —cC o

(4.49)

Im zweiten Schritt haben wir die Darstellung (@.41) und (#.30) eingesetzt, mit den Definitionen (??), (.33)
und (??). Fiir v = 1 ergibt sich die Impulserhaltungsgleichung (.37)

19 P 9 P

By A S D I P 4 SO 8 R

¢ ot ox ay 0z !

19 d d P d

e ) ) ) S——
T o T M Ty T T A

d d d

—praty —pl= T, 4.50
T att Tar ax; Y 50

identisch mit @.37). Hier haben wir @.41)) und #30) mit den Definitionen (??) und (??) verwendet. Es
ergibt sich die Begriindung der Anordnung der Komponenten des Energie-Impulstensors (#.41): Mit dieser
Komponentenanordung fiihrt die Kontraktion des Energie-Impulstensors mit dem Vierergradienten in (.49)
zu den Kontinuitétsgleichungen fiir Energie- und Impulsstromdichte, die beobachterunabhingig gelten.
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4.6 Der Energie-Impulstensor der allgemeinen Relatvititstheorie

In den Erhaltungsgleichungen und tauchen auch die Energiedichte ™ und der Impulsstrom
P der Teilchen auf. Diese gehen natiirlich in gleicher Weise als Quelle der Raumzeitkriimmung ein, wie
die elektromagnetischen Gegenstiicke. Die wesentliche Annahme ist nun, dass die mechanischen Gré3en
sich zu einem Energie-Impuls-Tensor anordnen lassen, der die gleiche Struktur wie (4.41) in der Elektro-
dynamik hat. Wir haben ja gesehen, dass sich diese Struktur im Wesentlichen aus allgemeinen Forderungen
wie der Kovarianz und der Energie- bzw. Impulserhaltung ergibt. Zur Konstruktion des Energie-Impuls-
Tensors der Teilchenbewegung wird ein kontinuumsmechanisches Modell herangezogen. Es wird gefordert

Forderung 1. Im Ruhesystem, fiir v = 0, ergibt sich die relativistische Ruheenergie.

Forderung 2. Die Dynamik des Teilchenkontinuums reduziert sich im nichtrelativistischen Limes auf die Navier-
Stokesgleichungen bzw. auf die Eulergleichung

Ein einfaches kontinuumsmechanisches Modell besteht aus der Annahme von inkohédrentem, d. h. nicht
wechselwirkenden Sand (Staub). Jeder Massenpunkt hat seine eigene Masse und seine eigene Geschwin-
digkeit. Der einfachste kovariante Ansatz lautet

™ = po u'u . (4.51)
Skalar Tensor

Hier ist pg = dmg/dV} die Massendichte im lokalen Ruhesystem (py = dN/dVj ist die Teilchendichte). Mit

1
w=——(c,v) (4.52)
V1 =v2/c2
resultiert
o ﬁo(”o)z ﬁou‘?u{' 52 12 _ Energiedichte Energiestromdichte/c 4.53)
pou'®  pou'n’ 4 %V—Cf Energiestromdichte/c  —Spannungstensor |’ '

wobei .

p= 0 (4.54)

1—v2/c?

Fiir v = 0 verschwinden Energiestrome und Spannungstensor und der Energie-Impulstensor wird zu

A 2
: w _ [P0C 0
PL%T = ( 0 0). (4.55)

Es folgt ™ — poc? in Ubereinstimmung mit Forderung 1.

Zur Interpretation des Massemodells fiir endliche Geschwindigkeiten identifizieren wir

1. Energiedichte:
mat _ ﬁocz

ynat — _P0C
1 —v2/c?

= pc? (4.56)
Hier bestimmt sich die bewegte Massendichte aus dm = ydmy und dV = dV;/y, sodass

. _dm _ 5dmyg Po
p:—: _— =

__Po 457
av -V av, T 1= (4.57)
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2. Energiestromdichte S:

A 2
_ PoC Vi mar
S,’—sz—u Vi (458)

Dies ist die Verallgemeinerung der Teilchenstromdichte j = pv zur Energiestromdichte S = u"*v.
Weiterhin folgt aus (4.58) fiir die Impulsdichte der Materie P wie in (4.39)

S; 0o R
2 - 1- v2/c2vi =pvi =P (4.59)

3. Spannungstensor:

— ’]'ij = ﬁvivj (460)

Wird im Folgenden durch den Ubergang zur Eulergleichung (4.64) und damit durch Erfiillung von
Forderung 2. fiir nichtrelativistische Geschwindigkeiten belegt.

Die Energie- und die Impulserhaltung wird wie in der Elektrodynamik in (4.48)) ausgedriickt durch
o,TH =k” (4.61)

Hier entféllt im Vergleich mit (4.49) und das Minuszeichen auf der rechten Seite, weil die auf die
Materieteilchen wirkende Kraft das Negative der auf das Feld wirkende Kraft ist. Wir bekommen mit dieser

Setzung fiir den gesamten Energie-Impulstensor 7+ = T0" + T,

8,7 =, (T + Thy,) =0, (4.62)

wobei T*)" der durch (4.41) beschriebene Energie-Impulstensor des elektromagnetischen Feldes ist und T%.,
der durch (4.61) beschriebene Energie-Impulstensor des Teilchekontinuums. Die verschwindende rechte
Seite von (4.62)) bedeutet die Energie- und Impulserhaltung im Gesamtsystem em-Felder plus Teilchen.

In der allgemeinen Relativititstheorie ist im Regelfall 7% vernachlissigbar, sodass T = T’ . Fiir u = 0
ergibt sich aus (4.62) wieder der Energiesatz beziiglich des Energiestroms der Materie und gleichzeitig die

Kontinuitédtsgleichung

9 0 9 0j _
16 2 d , ,vj
ol gt =0

s ﬁu’”‘” +divS =0
ot

o %@ + div(pv) = (%p +divj = 0, (4.63)
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mit dem Massenstrom j = pv. Fiiry =i =1,2,3 folgt der Impulssatz
1S, 0
- —7,;=0
cot ¢ Ox;
0 . 0 /.
=4 E(pvi) + % (pV,‘Vj) =0

9 9 . (9 )
e E(pvi)+ PV Vi +pv; a0 =
0
& E(ﬁv)+vV(ﬁv)+,ﬁ(vV)v=0

N,
=3 p5v+v

ot

=0,Kontinuititsgleichung

0
= ﬁavﬂ@(vV)V:O.

Im relativistischen Limes ist p — Py und es entsteht die Euler Gleichung ohne externe Krifte.

Einfache Herleitung der kriftefreien Eulergleichung:

L V(ﬁv)] +H (VW) v =0

29

(4.64)

Wir betrachten ein Massenelement dm im Volumenelement dV auf das die Kraft dF = kdV mit der Kraft-

dichte k wirkt. Die Newtonsche Bewegungsgleichung ergibt

dv dv
dn— =dF & p— =k.
mdt P dt
Es gilt weitrehin v = v(r, ) und somit
ﬂ = 6_v + (VV)ﬂ
dt 0Ot dt
also P P
\4 r
— Vv)— =k —> -V k
P TPV - -VP +k,

(4.65)

(4.66)

(4.67)

wobei wir noch wie in Abschnitt 4.7|einen isotropen Druck # hinzugefiigt haben. Im kréfteferien (k = 0),

drucklosen Fall ergibt sich {#.64).
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B

~¥

oV

Abbildung 4.1: Im Volumen V eingeschlossene Massenverteilung. Im durch einen Schnitt entstandene
Flachenelement dA der Oberfliche 0V existiert eine Flachenkraft dF = tdA. Der Spannungstensor 7 be-
schreibt den Zusammenhang t = 7'n zwischen dem Normalenvektor n und dem Spannungsvektor t.

4.7 Energie-Impulstensor und innere Krifte, Interpretation des Span-
nungstensors

Um dem Verhalten wirklicher Materie ndher zu kommen, muss dem Energie-Impulstensor ein Glied bei-
gefiigt werden, welches die innerern Wechselwirkungen reprisentiert. Der einfachste Fall ist eine reibung-
lose Fliissigkeit (ideales Fluidum), in der die Flichenkrifte durch einen Skalar # bestimmt sind, der als
isotroper innerer Druck interpretiert werden kann. Wir setzen an

P p-P  pL
w5 T,y v _ s '
T (Po+cz)u u — P (ﬁc2% pRLl i ps, | (4.68)
mit
P |
O=\pot ST a 4.6
P (,00 62) =232 ( )
Dieses wird im Ruhesystem u* = (¢, 0,0, 0) zu
poc> 0 0 0
0o £ 0 0
Ny
=lo o9 of (4.70)
0 0 0 P

Sodass Forderung 1. erfiillt ist. Die Untersuchung von Forderung 2. ergibt sich durch die Formulierung
der Impulserhaltung Mit dem Spannungstensor 7;; = —6;;#. Die u = i = 1,2,3-Terme in (?? werden
modifiziert zu

10 0
25— 27,=0
ct ot ox; J
0
& pevEpVIV= VP, 471

was ebenfalls der Eulergleichung fiir diesen Fall entspricht.
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Zur Interpretation des Maxwellschen Spannungstensors betrachten wir eine im Volumen V eingeschlos-
sene Massenverteilung (s. Abb. [4.1)). Das Flichenelement dA = ndA sei Teil der Oberfliche 9V von V.
Integration der oberen Zeile von (4.71)) fiihrt auf den Gesamtimpuls in V/

a%p" = fd3r£P,» = fd3r%T,j. (4.72)
% %
Definiere den Vektor t,
T Oy
tx = [T21 = Tyx] (473)
T3 Tox

mit der Normalspannung o und den Schubspannungen 7,, und nalog

Ty, Txy T3 z
ty = T22 =0y und tz = T23 =Ty (474)
T32 sz T33 (o

mit den entsprechenden Normal- und Schubspannungen. Der Spannungstensor nimmt somit die bekannte

Form
Ox Txy Txz
Tij =Ty Oy Ty (4.75)

Tax Ty O

~

an. Dann erhalten wir fiir die i-Komponente des Impulsstroms durch die Oberflache dA

d .
Epi:deVdIVtizfti dA:fTijdAj:fTijnjdA=dei- (476)
av av av

av

Diese Gleichung erlaubt folgende Interpretation: Wird ein belasteter Korper geschnitten, so tritt in der
Schnittfliche dA = dAn mit dem Normalenvektor n entsprechend dem Impulsstrom eine Flachenkraft dF
auf. Die i-Komponente der Flichenkraft ist gegeben durch

dF; = T,'jl’ljdA =>t=Tn @.77)

mit dem Spannungsvektor t = dF/dA. Der Spannungstensor T beschreibt daher den Zusammenhang zwi-
schen dem Normalenvektor n und dem Spannungsvektor t,

t=7Tn (4.78)
Bei einem einfachen isotropen Druck gilt dF = PdAn = t#n. Es wird dann (4.78) zu
Pn=Tn=T=PE 4.79)

mit der Einheitsmatrix (£); j = 6, und einem Maxellschen Spannungstensor wie in (4.70).



Kapitel 5

Mathematische Beschreibung der
Raumkriimmung: Riemannscher
Kriummungstensor

5.1 Beispiel: Krummlinige Koordinaten im R”

Die Position eines Punktes r im n-dimensionalen kartesischen Raum wird durch die Angabe von n Zahlen-
werten, den Koordinaten, bestimmt. Die Anzahl n der nétigen Zahlenwerte ist die Dimension des Raumes.
Wir gehen davon aus, dass zunéchst die kartesischen Koordinaten bekannt sind, die das n-Tupel (x1, x3,. .., x,)
ergeben. In drei Dimensionen schreiben wir (x1, x2, x3) = (X, y, z). Es sind auch andere Koordinaten méglich,
die wir allgemein als das n-Tupel (u, ..., u,) beschreiben. Aus der Angabe der u; miissen die kartesischen
Koordinaten x; konstruierbar sein, d. h. es miissen die Funktionen x;(u; . .. u,) existieren.

Als Beispiel wihlen wir die in Abb. dargestellten Kugelkoordinaten. Die Funktion x;(u; ...u,) der
kartesischen Koordinaten schreiben wir in Spaltenvektordarstellung

x(uy, up, uz) x1(uy, up, u3) rsinfcos ¢
r(uy, up, u3) = | y(uy, uz, u3) | = [ xo(uy, up, u3) | = | rsinfsine | = r(r, ¢, 6) 5.1
z(uy, us, u3) x3(uy, up, u3) rcos @

(s. Teil Abb. a)). In der Umgebung eines gegebenen Aufpunktes r(u; ...u,) schreiben wir bei einer
Verriickung entlang der Koordinatenlinie u;

x1(uy ... uy) ;;%xl(ul oo Uty)
xo(uy ... uy) %xz(ul o Uy) r
r(uy...u; +du;...u,) = . + du; . =r(u1...u,-...u,,)=du,-a— 5.2)
: : u;
Xo(uy ... uy) 6‘—Zix,1(u1 o Uy)
(hier ohne Einsteinkovention). Es sind die Tangentialvektoren gegeben durch
i
9
or |
e, =—=| . |. 53
“= B : (5.3)
B

32
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z lokales Basissystem b)
a.} -
ee g
r
8 /i %o
>
T
,,,,,, o Y

Abbildung 5.1: (a) Zur Definition der Kugelkoordinaten in Gl. (5.1). Die drei Tangentialvektoren e,, e und
e, bilden ein lokales Basissystem in das ein ortsabhingiges Vektorfeld nach Gl. (9.21)) lokal entwickelt
werden kann. (b) Zur Konstruktion der Tangentialvektoren ey = hyEy und €5 = hyEy nach Gln. @ und

3.

Bei einer allgemeinen Verriickung gilt

0
dr = v(uy + duy . ..y + duy) — ¥t - .. 1y) =duia—r (5.4)
u;
mit Einsteinkonvention. Fiir das Wegelement folgt
or or
2 2 _
ds” = |dr|” =< a—ui, a—uj > du,-duj = g,-jdu,-duj (5.5)
mit dem Skalarprodukt < ..,.. > und dem metrischen Tensor

or or  Ox; Ox

Lo Or or 0% Oxk 5.6
g” au,- c’)uj 6ui 614]- ( )
In Kugelkoordinaten folgt mit (5.1) fiir die Tangentialvektoren aus Gl. (5.3) mit u; = r
or Zrsinfcosy) (sinfcose
e = — = %rsin@sintp =|sinfsing |. 5.7
or K] 0
5,7 cos cos
Fiir Uy = 0
or 2 rsinfcos @ cos 6.cos ¢
ey = i s sin@sing | = r|cosfsing |. (5.8)
a%r cos 6 —sinf
Fiir u3 = [0)

or %” sinf cos ¢ —rsinfsing —sing
e = Evi %rsinesintp =| rsinfcose | =rsinf| cosgp |. (5.9
¢ 9 0 0

—=rcosf
Ao
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Sowohl Kugel- als auch Zylinderkoordinaten sind orthogonale Koordinatensysteme. Hier bilden die Tan-
gentialvektoren e; ein lokales Orthonormalsystem. Aus folgt ein diagonaler metrischer Tensor

R 0 0 1 0 0
g=|0 n o]|=]|0 A 0 (5.10)
0 0 #;) (0 0 rsin’6
sodass
ds* = dr? + r*d6” + r* sin® 0dg¢. (5.11)

5.2 Transformationen im Raumzeitkontinuum und Bewegungsglei-
chung, der Riemannraum

Im Raumzeitkontinuum werden allgemeine Koordinatentransformationen
XV = x70, x 20 = XV () (5.12)

betrachtet, wobei zwischen dem gestrichenen und dem ungestrichenen System eine Beschleunigung zuge-
lassen ist. Hier ist der Spezialfall entscheidend, dass es sich beim gestrichenen System um ’lokale Minkow-
skikoordinaten (MK)’ &Y,

K= =00 xR0 = (), (5.13)

handelt. Fiir die MK verschwindet lokal die Gravitation, sodass fiir das Wegelement gilt
ds® =, de" dé’ (5.14)

(s. Abb. . Nach dem Aquivalenzprinzip gibt es nimlich im Gravitationsfeld immer ein frei fallendes,
beschleunigtes Koordinatensystem von MK, in dem lokal keine Gravitationseffekte auftreten. In MK ver-
schwinden die Minkowskikréfte f” = 0 und es folgt mit p* = mout = modé/dt aus dp*/dt = 0

d2 égv

dr?
(s. Abb.[5.2). Dies hat Einstein durch das beriihmte Fahrstuhlgedankenexperiment verdeutlicht. Ein Ver-
gleich mit der Transformation r(u;, us,u3) im euklidischen R? in Gl. (5.1) zeigt, dass die global flachen
kartesischen Koordinaten x,y,z mit relativistisch lokal flachen & MK identifiziert werden miissen. Die
krummlinigen Koordinaten u;, u», u3 im R* entsprechen den LK x*. Die Gravitationswirkung der Erde wird
durch die Form der Transformation ¢”(x) reprisentiert, die nach (5.21) den entscheidenden metrischen Ten-

sor g;; in LK definiert.
Die allgemeine Transformation (5.12) lédsst sich um einen gegebenen Punkt x linearisieren

_ ax/V
T oo

:0:}§V :aVT+bV (515)

dx/V

dx. (5.16)

Mit der allgemeinen Transformationsmatrix dx”/dx* konnen wir die allgemeine Definition eine Tensors
aus dem vorherigen Kapitel iibernehmen. Beispielsweise erhalten wir fiir die kontravarianten Komponenten
eines Vektors in Verallgemeinerung von (2?)

s

A =2 pn entsprechend A" = A A" (5.17)
OxH g

Fiir die kovarianten Komponenten finden wir aus der Umkehrtransformation x” = (0, x, x2, %)

ox”
Al =
Yo Oxm

A" entsprechend A/ = ALA*, (5.18)
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‘:2 4 frei fallend

______ MK dszz T‘[Mvd aud a\’

Tansformation

ds = gy dx Hax v
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Abbildung 5.2: Die ISS umkreist ohne Antrieb die Erde. Nach dem Aquivalenzprinzip existieren im frei
fallenden ISSlabor (griin) lokale Minkowskikoordinaten &” (MK), in denen die Gesetze der SRT ohne Gra-
vitation gelten. Man erhilt daraus die relativsitischen Gesetze der Gravitation in einem anderen Koordina-
tensystem x” (Laborkoordinaten LK, etwa auf der Erdoberfliche), indem man die allgemeine Koordinaten-
transformation §V(x0, x', %%, x%) in GL ansetzt (nach Allgemeine Relativitditstheorie von T. FlieSbach:

[Fli]).

Dann ergibt sich die Erhaltung des Skalarprodukts

Ox" 9x° ox9
AVA = AYAs = —A"As = 0A7As = A7A,,.
Yo OxY Ox” ° T o7 Ty e 4
Wir finden 5
Y aé:a 6§ v v
ds® = nepde®dé® = naﬁﬁﬁdx”dx = gudx'dx’ = dx,dx"
mit dem metrischen Tensor
og° og

S = o8 1 g
Der letzte Schritt zeigt die Uberfiihrung der kontravarianten in die kovarianten Koordinaten,
dx, = g,,dx" entsprechend dx, = n,,dx”

Umgekehrt sei
dx* = g”dx, entsprechend dx* = nVdx,.

Einsetzen von (5.22) fiihrt auf
dxt = g"dx, = g g,,dx" = 6{;1 = 8" ¢gva-

Man kann also g als Inverses von g, interpretieren.
Aus (5.13)) erhalten wir eine Bewegungsgleichung fiir die Teilchen im Gravitationsfeld:

0= 62§V _g(agv)_ﬂ(agvaia)_ 6§V 62)(” . 82§V axa%

ot or\or) ar\oxe ot ] Oxe 92 9xv0x8 It Ot
Da die Koordinatentransformationenen invertierbar sind, gilt
08" 0x* «

oxe 9&r

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)
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d. h. wir konnen mit dx*/0¢” multiplizieren und erhalten

Ox< 08" *x* s Px Px _ox* e 9x oxF (5.27)
A 9x* 92 T 9t At 0& 0x99xP ot At '

Es folgt die Bewegungsgleichung

0*x< . Ox7 OxF
57 = r"ﬁFF (5.28)
mit den Christoffelsymbolen
. Ox« 02 é;v
B 9E OxdxP’
Wie wir in Kapitel [5.6] zeigen werden, folgt aus dieser Bewegungsgleichung, dass sich die Teilchen im
gekriimmten Raum auf lokal gradlinigen Bahnen, den Geoditen, bewegen. Die Form der Abbildung &”(x)
geht in die Bewegungsgleichung allein durch die Christoffelsymbole I ein. Im néchsten Abschnitt
werden wir sehen, dass die Christoffelsymbole sich allein durch den metrischen Tensor g,,, bestimmen las-
sen. Der metrische Tensor wird in der ART wiederum bestimmt durch die Einsteinschen Feldgleichungen,
die wir im nichsten Kapitel darlegen.
Die Vorstellung, dass der metrische Tensor alle wesentlichen Informationen iiber die innere Struktur eines
Raums enthélt fiihrt auf das Konzept des Riemanns: Ein N-dimensionaler Riemannraum ist festgelegt durch
die Menge aller Koordinatenpunkte x = (x', x... x") und durch die Vorgabe des Wegelements

ds® = gop(x)dx"dP. (5.30)

(5.29)

Beispiele:

1. Der R? in kartesischen Koordinaten mit dem Wegelement

1 00
ds* = dx* + dy* + d* = gp=[0 1 0 (5.31)
0 0 1
mit den Koordinatenpunkten x = (x e R,y € R,z € R).
2. Der R? in Kugelkoordinaten mit dem Wegelement
1 0 0
ds* = dr* + r*d&” + r? sin®()d¢* = gap =0 1 0 (5.32)
0 0 r2sin’®)
mit den Koordinatenpunkten x = (r,0,¢) mitr e R+,0 < <7und 0 < ¢ < 2n.
3. Die Oberfliache eines Zylinders des Radius p mit dem Wegelement
2
ds® = p*d¢* + dz? = 8op = (’Z) (1)) (5.33)
und den Koordinatenpunkten x = (x1, x2) = (4,2), 0 < ¢ < 27 und z € R.
4. Die Oberfldche einer Kugel des Radius R mit dem Wegelement
ds* = R%d6* + R? sin®(0)d¢* = _(® 0 (5.34)
88 =10 +R?sin’(0) '

und der den Koordinaten x = (x1,x;) = (6,¢),0 <0 <7wund 0 < ¢ < 2n.

Beispiel 1 und 2 zeigen, dass ein komplizierter metrischer Tensor nicht unbedingt einen gekriimmten Raum
beschreibt. Die Beispiele 3 und 4 demonstrieren, dass sich der Unterschied zwischen Zylinderoberflidche
und Kugeloberflidche sich auf den metrischen Tensor reduzieren lisst.
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53 Christoffelsymbole und metrischer Tensor

Wir gehen aus von den Definitionen (5.21)) und (5.29),

0E OB
G = o3 o (5.35)
und )
Ix< O g(v
. _ . 5.36
o gge dxHox” 630
Wir bilden
00,0 e o oe o
At T Gun T G Tob g3t gxr T 1% G 9x19x
—_—
Ia
L G a7
ot 5xnaxt ox 1P o Bxrdx
(il
Ila
L Re a7
o Ox’Ox* OxA ot OxH Ox¥OxA
1Ib Ib
2 B @
& o (5.37)

o8 5o dx

Hier heben sich die Terme Ia und Ib direkt weg. Bei der Weghebung von Ila und IIb nutzen wir aus, dass

(95“ 62 f’B aé_-ﬁ (92 é:a (9§ﬁ (92 f‘l
Mop 71 7oy = Wagaamas = b7 - (5.38)
Oxt OxH0x Oxt Oxtox Oxt Oxtox
Weiterhin gilt
- o 9P T e o P
Sty TTeb G v 637 der axraxt 1P Gar dxrxt
[
&
1{ 0 0 0
= =g, +—gy—- — 5.39
3 (axdgﬂ + o8 axvgﬂa) (5.39)
Multiplikation mit g fiihrt auf der linken Seite zu
88l = 05, =T (5.40)
Es resultiert 5 5 5
K e Sy g1
e == - . 5.41
) (8}6/‘ AxH axv) (>41)

Fiir die Zylinderoberfliche ergibt @ einen konstanten metrischen Tensor und (??) ergibt 1";’2 1 =0, was

einem flachen Raum entspricht.
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Abbildung 5.3: Parallelverschiebung eines Vektors F im ungekriimmten R>.

5.4 Tensorfelder und kovariante Ableitung

In den lokalen MK ¢” von Abb. [5.2]ist ein Punkt im vierdimensionalen Raumzeitkontinuum als Verschie-
bungsvektor
r=¢E, (5.42)

interpretierbar (s. Abb.[5.4|(a)). Hier geht ein willkiirlich gewihlter Koordinatenursprung ein, den wir gleich
Null wihlen, und die E, sind die vier globalen orthonormalen Basisvektoren des flachen Minkowskiraums.
Im R? lautet die Entsprechung

r =xE, + yE, + ZE; (5.43)

mit den kartesischen Einheitsvektoren E,, E, und E.. Die Homogenitit des Minkowskiraums bzw. des
kartesischen Raums fiihrt dazu, dass eine parallele Verschiebung séimtlicher Objekte um einen Verschie-
bungsvektor nicht feststellbar ist. In Abb. [5.3]ist die parallele Verschiebung eines Vektors F illustriert.
In einem gekriimmten Raum existieren keine globalen orthonormalen Basisvektoren E, und eine Definiti-
on von Verschiebungsvektoren wie in (5.42) ist nicht méglich. Nach dem Einsteinpostulat gibt es jedoch
fiir jeden Raumzeitpunkt x lokale MK & = £”(x) und eine Transformation & = (x°, x!, x%, x*), wobei die
(x%,x', x%, x%) die Laborkoordinaten des Raumzeitpunktes seien (LK, s. Abb.[5.2). In diesen lokalen MK
seien die E, als feste Vektoren definiert (anschaulich der Bereich der ISS in Abb. [5.2)) Durch die Transfor-
mation & = (x%, x', x2, x3) lassen sich die Tangentialvektoren
U

e, = %Eﬂ. (5.44)
definieren. Diese Bildung von Tangentialvektoren ist analog zum euklidischen Raum: Durch die Transfor-
mation x = x(uy, up, u3), y = y(uy, up, u3) und z = z(uy, up, u3) lassen sich im R3 nach )

or _ Ox(uy, uz, u3) Ay(uy, uz, u3) Oz(uy, up, uz)
e=—= E, + E, + E,
6u,~ 8ui au,‘ 4 6ul~
Tangentialvektoren konstruieren. Wir identifizieren also die krummlinigen Koordinaten u; in (5.45) mit den
Laborkoordinaten x” in (5.44) und die flachen euklidischen Koordinaten x,y, z in (5.45) mit den lokalen
Minkowskikoordinaten ¢ in (5.44). Die Umkehrtransformation zu (5.44) lautet
ox+

E = o (5.46)

(5.45)
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Ein ortsabhingiges Vektorfeld F(x) kann lokal in die Tangentialvektoren (5.44) entwickelt werden,
F = Fe,. (5.47)

Eine Entsprechung im R? ist die lokale Entwicklung des elektrischen Feldes in Kugelkoordinaten. Wir
wollen das Vektorfeld F nach x* ableiten,

9 o ., . OF  _ de,
TaF = [Fe]=——e +F - (5.48)
Es gilt mit (5.46) und (??)
a 2 e 2 e xﬁ
Oo, 0 0y _ 08 g _ 08 OX e, (5.49)

axt  axt ox ¢ owax’ ¢ 6x”6xv@eﬁ -

In dieser Gleichung wird die Verdnderung der Tangentialvektoren bei variierender krummliniger Koordinate
x#* als Funktion der alten Tangentialvektoren angegeben. Dieses rechtfertigt die alternative Bezeichnung
der Christoffelsymbole als Verbindungen. Es wird unmittelbar deutlich, dass die Christoffelsymbole in den
lokalen MK verschwinden, weil die Einheitsvektoren dort konstant sind. Einsetzen in (5.48) fiihrt auf

0 OF” F OF"
9 r_ e Brv o — |2Y v mBle = pv
6xﬂF = o —e, + ', e = e+ F'T e, = [axﬂ +TsF }ev = F e, (5.50)
Hier ist die kovariante Ableitung
oF”
v v B
F, = o + T F (5.51)

interpretierbar als die v-Komponente der Ableitung von F in u-Richtung, jeweils in Koordinaten von vor
der Verschiebung. Wir wollen zeigen, dass es sich bei der kovarianten Ableitung F", tatsichlich um die
Komponenten des Tensors der Stufe (1, 1) handelt. Bei einer aligemeinen Koordinatentransformation x*(x")

muss also gelten
wo_ ox* ox" 5o ox'™* o ox"”
Hogxm oxB T T T oxe T M OxB
Wir nehmen an, dass die gestrichenen Koordinaten Minkowskikoordinaten sind, sodass x* — &, F” — F”
und F"), — 97" /9é*, da die Christoffelsymbole in den MK verschwinden (s. Diskussion zu Gl. ) und

bekommen

F,. (5.52)

0 0 fo 08 pp () 0 v O8O y
Py i axﬁ( FP 4 Doy F (3.53)

Wir setzen auf der rechten Seite dieser Gleichung ein

9 5 I P _ s re 9 (5.54)
P T xP 9En 0xxr | MAxadxr | OxOx '

und erhalten dort

o | d Py Per ae” p
X (Lot )= P pry P8 py % prl= Lg 5.55
Py (ax” hay ) o axe | oxedn axa prall e (5-33)

in Ubereinstimmung mit der linken Seite von (5.53).
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{a) 7-Achse (b} z-Achse
C:ris) E,
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Abbildung 5.4: (a) Paralleltransport eines Vektors F = F(r)E, + F\(r)E, + F.(r)E; im ungekriimmten R3
entlang einer Kurve C : r(s). Wegen dE,/dx = dE,/dy = dE./dz = 0 und annalogen Beziehungen fiir E,
und E, verschwinden nach GI. die Christoffelsymbole und GI. bringt dF, = dFy = dF, = 0.
(b) Paralleltransport eines Vektors F = Fy(0, ¢)ey + Fy(6, p)es im gekriimmten Tangentialraum der Ku-
geloberfliche nach GI. (s. Ubungen und [9.4) entlang eines geschlossenen Weges: C; (rot, Teil
eines Lingenkreises), C, (braun, Teil des Aquators) und C3 (Magenta, Teil eines Lingenkreises). Entlang
C, fiihren die nichtverschwindenden Christoffelsymbole nach GI. @ dazu, dass der Vektor bei Paral-
leltransport seine Richtung éndert (s. Gl. (5.69)). Infolgedessen gibt es einen Sprung zwischen dem Vektor
F am Anfang Paralleltransporttrajektorie und dem vektor F- am Ende. Dieser aus der Raumkriimmung
resultierende Sprung wird in Gl. (5.85) zur Definition des Riemannschen Kriimmungstensors verwendet.

5.5 Paralleltransport

Vorgegeben sei eine Koordinatenraumkurve x(s) = (x!(s), x2(s), . .. xV(s)). Aus 1 folgt bei einer Verriickung
von dr = dx”e, das Differential des Vektorfeldes

a 4
dF = dx"ﬁF(x) =dx"Fe,. (5.56)
Es folgt
d dx* dx* (0
—F = —Fe =—|—F +IFle,
ds ds | ¥ T gy (6x/‘ iz )e
dF” dx*
= FT, — |e,. 57
(ds + FTg, ds)ev (5.57)

Ein Paralleltransport von F von (x!, x2, ..., x") nach (x! + dx', x> + dx?, ..., x¥ + dx") ist definiert durch die
Forderung dF = 0. Es folgen die Paralleltransportbedingungen
dF” dx*

+ P — =0 Y. 5.58
ds B s 4 ( )

Dieses ergibt fiir v = 1 ... N eine Anzahl von N Gleichungen zur Bestimmung der F” bei gegebenen x*(s).
In einem flachen Raum gehen die Paralleltransportbedingungen (5.58) in die einfache Parallelverschiebung
in Abb. (a) liber. Im flachen Raum gibt es globale kartesische Basisvektoren E, = e,. Dann kénnen wir
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in (9.21)) schreiben
F(x) = F'(x)E,. (5.59)
Da in der kartesischen Basis die Christoffelsymbole verschwinden wird (5.58) zu
dF”
=0 (5.60)
ds

d. h. F¥ = const ist die anschauliche Parallelverschiebung, die in Abb. (a) gezeigt ist.

Im Gegensatz zur einfachen Parallelverschiebung im flachen Raum gibt es in einem gekriimmten Raum
keine globalen kartesischen Koordinaten und die Christoffelsymbole konnen nicht zum Verschwinden ge-
bracht werden. Dann erfiillt dF”/ds = 0 im Allgemeinen nicht die Paralleltransportbedingungen (5.58).
Dieses wird Abb. [5.4] (b) gezeigt an Hand von Paralleltransport im gekriimmten Raum der Kugelober-
flache. In Kugelkoordinaten ist die Oberfldche einer Einheitskugel gegeben durch die Koordinatenpunkte
x=xNx?) =(0,)mit0 <6 <mund 0 < ¢ < 27 (s. Abb. mit dem Verschiebungsvektoren

x(x!', x?) sin 6 cos ¢
r(x!, x%) = | y(x', x?) | = | sin@sing | = r(¢, 6). (5.61)
72(x", x%) cos

Da der Wert von r = 1 festliegt, gibt es auf der Einheitskugeloberfliche nur zwei Tangentialvektoren

or [€°8 fcos ¢ or —sinfsing
eg=— =|cosfsing| und e, =_— =| sinfcosy |. (5.62)
00 . op
—sinf 0

Ein Vektorfeld in der Kugeloberfiche weist daher nach Gl. (9.21)) eine zweikomponentige lokale Entwick-
lung

F(x) = Fle; + Fe; = F'(6,4)eq(6, ¢) + F*(6, $)es(6, ) (5.63)
auf. Die nichtverschwindenden Christoffelsymbole lauten
cosf .
Tyo=Thy =, und I, =—sinfcosd (5.64)

(s. Ubung . Wir betrachten den Intergrationsweg C; in Abb. mit den Verschiebungsvektoren

cos §
r(s) =|sins

0

(5.65)

Er ist Teil des Aquators der Einheitskugel, verlaufend in Kugelkoordinaten entlang der Koordinatenlinie
6 = /2, wobei ¢ = s von 0 bis /2 variiert. Der Weg im Koordinatenraum ist somit

x(5) = (69, 2(9) = 051,050 = (5.9), (5.66)
sodass 2 ie
o 0 und o= 1. (5.67)
Am Anfang von C; sei
F(s=0) = es(n/2,0) =e; = F' =0 und F* =1, (5.68)

identisch mit dem Tangenteneinheitsvektor am Anfangspunkt von C,. Wir machen den Ansatz

Fl(s)=0, F?s) =1 (5.69)



42 KAPITEL 5. MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG DER RAUMKRUMMUNG

32 (s= T/2)
y—Achse
T (/A+ds)
T(m/4)
dr (m/4)
G
1
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x—Achse

Abbildung 5.5: In Braun die Drehung des Basisvektors e,(s) welcher tangential zu C, aus Abb. [5.4] liegt.
In Griin der zu C, gehorige Verschiebungsvektor r(s) bei s = /2 und sein Differential dr = e;(s)ds. Der
Tangentialvektor e, (s) zu C, weist innerhalb dr immer in dieselbe Richtung, ist in diesem Kurvenabschnitt
konstant. Nach der Definition in Abschnitt [5.6]ist C, eine Gerade im gekriimmten Raum der Kugelober-
fliche, d. h. eine Geodiite.

mit

dF? dF? dF”
—=—=0 =0. 5.70
ds ds = ds ( )

Diesen Ansatz motivieren wir wie in Abb. [5.3] verdeutlicht: Fiir einen gegebenen Wert von s gilt F(s) =
es(/2,5), d. h. F(s) ist ein Tangentialvektor zu r(s). Dieser Tangentialvektor ist im Intervall [s, s + ds]

kostant, sodass dF = 0.
Im Folgenden zeigen wir, dass der Ansatz (5.69) die Paralleltransportbedingungen (5.58))

dF" dx(s)

+ FPT, 0. 5.71
ds P ds .71
erfiillt. Wegen der Wegbedingungen gilt in (5.58) u = ¢ und mit ergibt sich

FTy, = 0. (5.72)
Wegen (5.69) ist 8 = ¢

=Ty, =0. (5.73)

Dies ist fiir v = 0 korrekt, denn nach @ gilt I, = —sinfcos f = 0 fiir § = 7/2. Fiir v = ¢ gilt allgemein
Y =0.
2
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Fiir die Kurve r(s) gilt fiir den Tangentenvektor

dr —sin s
ool coss | == F(s). (5.74)
0

Wegen dF(s)/ds = 0 st daher der Tangentenvektor im Intervall dr(s) lokal konstant, r(s) ist daher eine
Geodite. Dies ist entspricht einer lokalen Geradenbedingung: Fiir eine Gerade im flachen R” schreiben wir
fiir n = 3 in kartesischen Koordinaten

r(s)=ro+st=s[t,E.+,E, +,E;] >t p
s

(5.75)
Fiir die Geodite wirt lokal gesetzt E, < e, E, & €, E; < e, und t < dr(s)/ds = Konst..

In Ubung wird gezeigt, dass F entlang C; und C; konstant bleibt. Infolgedessen gibt es einen Sprung
zwischen dem Vektor am Anfang und am Ende der gesamten Paralleltransporttrajektorie, der aus der Raum-
kriilmmung resultiert. Die systematische Analyse dieses Sprunges in kleinen geschlossenen Wegen fiihrt
zum Riemannschen Kriimmungstensor (s. (5.85)).
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5.6 Die geoditische Linie

Eine spezielle und besonders wichtige Anwendung des Paralleltransportes ist die Definition einer verall-
gemeinerten Geraden. Wir betrachten zuerst die bekannte Situation im kartesischen (affinen) Raum. Eine
Gerade ist dort als eine Kurve r(s) definiert, deren Tangentenvektor dr(s)/ds entlang der Kurve konstant ist.
Wie konnen wir dieses Konzept auf krummlinige Koordinaten verallgemeinern? Wir miissen dazu einfach
die Paralleltransportbedingung (5.58)

dF* d»*
— +F'TY,— =0=dF/ds=0 5.76
ds B ds = dF/ds ( )
verwenden. Ersetzt man den Vektor F(s) durch den Tangentialvektor dr(s)/ds, dann ist dr(s)/ds lokal(nicht
global) konstant (s. Abb.[5.3). Nehmen wir als Parameter s den Lorentzskalar  ergibt sich die Geradenglei-
chung
d*x* dx”
di dxdf
dr?  dt dv %
identisch mit der Bewegungsgleichung in (5.28). Die Teilchen bewegen sich also auf Geoditen, d. h. auf
lokalen Geraden im gekriimmten Raumzeitkontinuum.
Wir betrachten als Beispiel die Aquatorkurve C, in Gl. (5.65)) auf der Kugeloberfliche, (x', x%) = (6, ¢).

Nach gilt mit s — 7

=0, S.77)

dx* a2y
d—xT = 6,0 und = =, (5.78)

dr?
Hierdurch wird Gleichung (5.77) wird zu
[, =Ty =0, (5.79)

identisch mit (5.73)), C; ist also eine Geodéite.
Aquivalent zur Konstanz des Tangentenvektors lisst sich eine Gerade auch als die Verbindungskurve zwi-
schen zwei Punkten mit minimaler Lénge definieren, die also

fds:f,/gyvdxﬂdx" (5.80)

zu einem Extremum macht.
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Abbildung 5.6: Paralleltransport eines Vekors F von p nach r entlang C oder C’. Nach *Allgemeine Relati-
vititstheorie’ Skript zur Vorlesung von J. Main, Bearbeitung von S. Boblest, Universitit Stuttgart SS 2011:
[Mai].

5.7 Riemannscher Kriimmungstensor

Zur Herleitung des Riemannschen Kriimmungstensors betrachten wir ein infinitesimales Parallelogramm
pqrs mit den Koordinaten x*, x* + €, x* + € + 8" und x* + o* (s. Abb. @ Beim Paralleltransport von F*
entlang C = pgr erhalten wir den Vektor F' ’é(r), beim Paralleltransport entlang C’ = psr den Vektor F%, (r).
Fiir den Paralleltransport von p nach ¢ wenden wir zunéchst

dF* + F*TE,dx" = 0 (5.81)
an mit dx” — €’ und dF* = F¥(q) — F¥(p) = F’é(q) — F*und

Fg(q) — F*(p) + F“(p)D(p)e’ = 0
& Fi(g) = F' - F'T €, (5.82)

wobei fiir Groen bei p das Ortsargument nicht mitgeschrieben wird. Dann folgt fiir den Paralleltransport
von g nach r

Fi(r) = Fgg) - FE@T(g)8”
= F'— FThe - (F* - F'T5e") (T + T, ') 6"
Th(q)
~ P FTe - FTy 8" - FT €'6” + FPTY, Te's”
= F'—FTje - FT0" - F* (T, — T 1%, ) €'6" (5.83)
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Bei Beriicksichtigung von Termen bis zweiter Ordnung in 6 und €. Analog ergibt sich

F’é, rn = F"é,(s) — F5, () (s)€”
= F'— P8 — (F = FPT,6") x (T + T, 0) €
~ F*—FT,08 - FTye - FT, 6'€ + FPT, I, 5'€
= F'-FT,0 - FTe - F*(I%, - T I%,) €'
= F'-FT}¢" - FThe - F* (T, — 0D, ) €'s (5.84)

Fiir die Differenz der beiden Vektoren resultiert dann

Fi(r)-Fi(r) = F* [r’v‘m 2 Dy + 0T, — r‘ﬁKrﬁp] &5
= R F€¢ (5.85)
mit dem Riemannschen Kriimmungstensor
R”K/lv = rllfk,/l - Fﬁk,v + rekrlﬂl/) - Ffl)xrl‘jp (586)

Wie erwartet skaliert der Parallelverschiebungssprung Fi., (r) — Fi(r) linear mit Fe”6".
Wir untersuchen die Transformationseigenschaften eines infinitesimal paralleltransportierten Vektors

Fi(q) = F* — FT, €’ (5.87)

(s. (5.82)) mit einer dhnlichen Methode wie in (5.53). Sind die F{.(¢) tatséchlich kontravariante Komponen-
ten eines Vektors muss gelten

7,

Ox'H
S @FLq). (5.88)

Hier ist zu beachten, dass die Transformationsmatrix dx’/(0x®) ortsabhingig ist. Wir nehmen wieder an,
dass die gestrichenen Koordinaten Minkowskikoordinaten sind, sodass x* — & und F 'C” (@) — Té‘ (@) =
F*, weil im flachen Raum Paralleltransport mit Parallelverschiebung identisch ist. Dann wird (5.88)) zu

3 3

o .
Tt = 25 @Fe@) = 55 @[ F* =~ FTe. (5:89)

Fl(q) =

Wir setzen auf der rechten Seite dieser Gleichung ein

a5 P P, P P

9 " o o oo Pavax . axow (550)
und erhalten
O&r 325;4 OH 52§/1
7 s B _ K v _ 25 B _ B v
a 98 DI~ ool € = 58 DT ~ gl €
oM 32§u OeH
= — 14 Fﬂ = — F'B = FH, 5.91
P xﬁ(q) axvaxﬁ(q)e 3 xﬁ(p) ¥ (5.91)

Wir koénnen daher davon ausgehen, dass auf der linken Seite von die kontravarianten Komponenten
eines Tensors der Stufe eins stehen. Weil auf der rechten Seite per definitionem kontravariante Komponenten
von drei Tensoren der Stufe eins vorliegen, ergibt die Quotientenregel, dass R «1» in der Tat ein Tensor der
Stufe (1,3) ist.



Kapitel 6

Die Grundgleichungen der allgemeinen
Relativitatstheorie

6.1 Die Grundgleichungen der ART im Uberblick

Es gibt zwei Grundgleichungen in der allgemeinen Relativititstheorie, zum Einen die Bewegungsgsglei-
chung der Materieteilchen im gegebenem Gravitationsfeld und zum Anderen die Feldgleichung, welche
das Gravitationsfeld bei gegebener Materieverteilung beschreibt. In Kapitel wurde gezeigt, dass die
Bewegungsgleichung der Materieteilchen

Lt dedef
a2 g ar s =0 6.1)

bereits aus Einsteins Aquivalenzprinzip hervorgeht. Diese Gleichung entspricht einer Bewegung entlang
einer Geoddten im gekriimmten Raumzeitkontinuum. In seinem Buch *Grundziige der Relativitétstheorie’
[Ein] zeigt Einstein, dass die Geoditengleichung in die bekannte Newtonsche Bewegungsgleichung bei
schwacher Gravitation und kleinen Geschwindigkeiten iibergeht. Letztere lautet nach dem zweiten Axiom
fiir einen Korper der Masse M

d*r
M— =F, 6.2
o (6.2)
wobei wir nach der Newtonschen Theorie der Gravitation schreiben
F = GMV f d%’% - _MVs. (6.3)
-r
Hier ist das Gravitationspotential pro Masse einer kontinuierlichen Massenverteilung gegeben durch
¢(r) = -G f v 20 (6.4)
Ir— 1’|

mit der Gravitationskonstante G = 6.7 x 10~''m3 /(kgs?) und der Massendichte p(r) = dm/dV. Es folgt fiir
die Bewegungsgleichung

Ty 6.5

=0 (6.5)
Zur Herstellung des Zusammenhangs zwischen der Bewegungsgleichung der ART und der Newton-
schen Bewegungsgleichung (6.3)) gehen wir von einer schwachen Gravitation aus, sodass wir schreiben
koénnen

8ap = MNap +Yap WObEL |yepl << 1, (6.6)

47
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d.h. der metrische Tensor weicht nur schwach vom ungekriimmten Minkowski-Limit ab. Weiterhin liegen
nur kleine Geschwindigkeiten v/c — 0, sodass mity — 1

dt = ydr = dt = dr. 6.7)

In der Newtonschen Erfahrungswelt spielt der Unterschied zwischen Beobachterzeit und Eigenzeit des
Objektes keine Rolle. In Kapitel [?] zeigen wir, dass in diesem Limes bei kleinen Geschwindigkeiten
tatsichlich die Geoditengleichung (6.1)) in die Bewegungsgleichung (6.3) tibergeht. Hier wird oo mit dem
Potential der Schwerkraft identifiziert.

Ausgangspunkt fiir die Aufstellung der Feldgleichung in der ART ist die Poissonsche Form des Newton-

schen Feldgesetzes
A = 4nGp (6.8)

(’Newtonsche Feldgleichung’). Die Stuktur von [6.8] bewahrend setzt Einstein fiir die ART die folgende
Feldgleichung an

1
Ry - Eg’”R =—kTy = ——

(Feldgleichung der ART). In Kapitel wird gezeigt, dass die Newtonsche Feldgleichung bei schwacher
Gravitation und kleinen Geschwindigkeiten in der Tat in die Feldgleichung der ART iibergeht. Auf der
rechten Seite der beiden Feldgleichen steht jeweils der Quellterm. Hier substituiert Einstein den Skalar der
Massendichte p durch den Energie-Impulstensor 7, der allgemeinen Relativititstheorie (s. Abschnitt [4.6).
Nach GI. gilt tatsichlich in filhrender Ordnung Ty = pc?. Die Tensorform des Quellterms ist bedingt
durch die Kovarianzforderung [Ein]. Die Newtonsche Gravitationskonstante G wird durch die Konstante
k = 871G /c* ersetzt, wie sich aus der Ubereinstimmung von und (6.9)) im Limit schwacher Kriimmung
ergibt. Ein natiirlicher Ansatz wire eine Ersetzung auf der linken Seite von A¢ durch der Riemannschen
Kriimmungstensor

T (6.9)

i
RK/I

mit den Christoffelsymbolen aus (5.41])

=T =T + D0 —T T, (6.10)

vK,A Ak, v

oxt  Ox*  Ox¥

1_,;/1 _ g_’“’ ((9g/4v + 0gay C()g,u/l) _ 77_KV (67/1\/ " 0y _ ay,u/l 6.11)
2 2 \oxt ot Oxv

Hier haben wir den metrischen Tensor bereits mit dem Newtonschen Gravitationspotenzial ¢ verbunden
(s. Gln und (5.85))). Nach Einsteins Vorstellungen sollte die Ordnung der raumlichen Ableitungen
vom metrischen Tensor in der Feldgleichung kleiner gleich zwei sein wie es A¢ nahelegt. Es stellt sich
nun das Problem, dass der Energie-Impulstensor ein Tensor zweiter Ordnung ist und der Riemannsche
Kriimmungstensor ein Tensor vierter Ordnung. Deswegen wird der Riemannsche Kriimmungstensor zum
symmetrischen Ricci-Tensor

Ry =R, (6.12)

kontrahiert. Weiterhin haben wir festgestellt, dass der Energie-Impulstensor im Gegensatz zum Ricciten-
sor divergenzfrei ist. Bei Verwendung des Ricci-Tensors sich nach Abzug des Terms g,,R/2 mit dem
Kriimmungsskalar

R=R" . (6.13)

Divergenzfreiheit herstellen. Es resultiert auf der linken Seite der Feldgleichung (??) der Einsteintensor
Ryv - (l/z)gva
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6.2 Geoditengleichung und Newtonsche Bewegungsgleichung bei schwa-
cher Gravitation

Nach gilt dr = dt. Ferner verschwinden in der Geoditengleichung (6.1) die dx'/dr = dx'/dt = v;,
i=1...3gegen

dx®  dx®
=z - . 6.14
dr _ dr ¢ (0.19)
Dann folgt aus
2, d>x e
W-'-C F()O:O:}W:—C FOO' (6.15)

Wir driicken nun im statischen Limes die bendtgten Christoffelsymbole mittels des metrischen Tensors aus,

L o]0y | Oyey  Oyoo 1, 8v00
< = —p< + - = ——pt . 6.16
W=7 190 T ad av |- 27 aw (6.16)
————
=o,stat. lim.
Im statischen Limes resultiert daher Fgo =0.Firp=i=1,2,3n" = —¢ ergibt sich
10y
Iy, ==-——r. 6.17
0= 555 (6.17)
Eingesetzt in folgt
d2 i 2 o Kl
X _ C9w:r 99 (6.18)

e 2 9x  9x’
wobei wir im letzten Schritt eine Einheitsmasse annehmen, sodass ¢ die potenzielle Energie der Einheits-
masse ist. Wir wihlen

2
Yootr) = 22

2¢(r)

c2?

S g =1+ (6.19)
Die geoditische Gleichung geht also tatséchlich in die Newtonsche Bewegungsgleichung iiber, wenn man
wie in Gl das Newtonsche Gravitationspotenzial mit —ygy/c? in Verbindung bringen kann: Ohne
Raumkriimmung gilt im flachen Minkowskiraum g,, = 1y, Yoo = ¢ = 0. Existiert eine Raumkriimmung
reprisentiert durch ein Inkrement im metrischen Tensor g und hervorgerufen durch eine energiedichte im
Energie-Impuls-Tensor, dann entspricht sie dem Absinken des Newtonschen Gravitationspotentials.
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6.3 Feldgleichung der ART: Linearisierung und Newtonsches Gravi-
tationspotenzial

Ausgangspunkt ist das Feldgesetz der Gravitation
g}lVR = _KTyv' (6.20)

Der Darstellung in [Ein] folgend betrachten wir die Nidherung der schwachen Gravitation. Bevor wir
diese Nédherung durchfiihren, formen wir (6.20) unter Verwendung von

gwg" =06,=4 (6.21)

um, wobei nach (5.24) 6;, = g"¥g,, gilt. Multiplikation von (6.20) mit g*” und Summation liber uv fiihren
dann unter Beriicksichtigung von (6.12)) auf

g"R%,\, - 2R = —kg" T,y & R, —2R = —«T},
R
& R=«g"T, =«T (6.22)
mit 7 = Tﬁ . Setzt man diesen Wert in (6.20)) ein, so erhilt man
1 .
Ry = —k|Ty — zng = —kT,,. (6.23)
Auf der linken Seite ndhern finden wir zunédchst
are are are are
RV:R(I _— HV+Far€Q+_“a_Fa = e Lald 624
H Hay Ox® HB ox¥ HYT o ox¥ Ox® ( )

Hier sind die Produkte der Christoffelsymbole wegen zweiter Ordnung y und konnen vernachlassigt
werden. Wir setzen nun (5.41)) und (6.6) an

1"‘7 — gar (agﬂ‘f Bgv‘r 8gﬂ") _ 77(” (ayﬂT ayvr ayﬂ")
w g )7

2\ oxv OxH 0x® ox” OxH oxT
und analog
@ nr 67117 oar ayﬂfl
¢ =— - . 2
war = 7 (6x" T 6xT) (6:25)
Sodann Y 5 5
Mo A7 ( Pl Py P 62
Ox® 2 \0x@oxy  Ox¥0xt  Ox¥OxT '
und Y X 5
O - ﬂ Yy 0Yar _ O Vua (6.27)
ox” 2 \oxoxe = Oxoxt  Ox"0x7 )’ '
SchlieBlich
R, = Ol _ i — L” 0Yar _ 627’/1(1 _ PYyr 627’#"
Qe oxv 2 \Oxox*  OxVOxT  Ox¥Ox*  Ox¥OxT
aa (92 o 62 o (92 o (92 )
= L (Zdea  TVee TV O ) (6.28)
2 \oxvox#  OxOx®  Ox¥Ox*  (0x®)?
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wobeli iiber den vierfach auftretenden Index @ summiert wird. Wir setzen fiir festes « an

, 1
7;11/ =Y — 5701&6;11/7 (629)

wobei hier nicht tiber den doppeltauftretenden Index o summiert wird. Es folgt
2.,/ ,
R, = nda/ ( (92’)/}”, 0 ’Y;ta 627\/(1 )

W= -

(0x*)2  0x'0x®  AxHOx™

(6.30)

was bewiesen wird durch Einsetzen von (6.29)
e T e
(Ox*)2  Ox"0x®  OxHOx®

— azy/”_a_z 1 S _6_2 _1 S
= (a_x“)z O’ Ox Yua 27&0 pa EEI Yva 27&(1 va

627ﬂv 827’#0 627va 1 5270«1 1 Yaa

Ox)2  ox'0x"  oxroxe | 2oxox | 10xox

= azyﬂv _ 827/40 _ 627va + azyda (6 31)
(Ox®)2  OxVOx®  OxHOx®  Ox"Ox* '

Wegen der Symmetrie der beteiligten Tensoren beinhaltet (6.40) zunéchst zehn (=4+3+2+1) Gleichungen.
Die Divegenzfreiheit der rechten und linken Seite der Feldgleichung

0 1
2 (R,N - ngR) _0 632)

bedeutet vier Bedingungen (fiir jedes v) und damit eine Verminderung der Gleichungen auf sechs. Es gibt
aber zehn Koeffizienten y,,, = v,,. Daraus folgt, dass vier Koeflizienten frei gewihlt werden kdnnen. Diese
werden durch die vier Bedingungen

/o 9 1
0= aq _ T HY — e 2 o= = aaé o 6.33
T oy T Gxa (7” 2 YaaOu ) (6.33)

festgelegt. Dann nimmt (6.30) die Form
aa 52
n" Y 1

Ry = — == 34
W gxaxe ZDY’W’ (6.34)

mit dem d’ Alembertschen Operator 0 = ¢26%/0t*> — A. Die Feldgleichung (6.40) wird umgeformt zu

167G ..
Oy = ~26T, = ——22T" (6.35)

oA
Diese Gleichung hat dieselbe Struktur einer Wellengleichung wie in der Elektrodynamik die Bestimmungs-
gleichung des Vektorpotentials (4.13))

DAY = uoj” (6.36)

in Lorentzeichung d,A” = 0. Die rechten Seiten 2«7}, bzw. o) sind die Quellterme. Bei Vorliegen von
oszillierenden lokalen Dipolquellen werden Wellen in den Raum emittiert, die im Falle von die
erst vor kurzem gemessenen Gravitationswellen sind. Die Retardierung und die damit verbundenen Wel-
lenlosungen gibt es in der instantanen Newetontheorie nicht. Die Losung von (6.35) erfolgt wie bei den
Maxwell-Gleichungen mit retardierten Potentialen

4Gf T, (r,t—r—1'|/c)

) =— | &Pr-Z . 6.37
Y1) = = r P— (6.37)
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Fiir die langsam verlaufenden Prozesse unserer tdglichen Erfahrung kann die Retardierung vernachlissigt
werden (keine Gravitationswellen), sodass

4G [ o, Tt
=26 [ ppietD 6.38
vt =27 [ (6.38)

Um nun zu sehen, in welchem Sinne die Theorie die Newtonsche enthilt, miissen wir den Energietensor
der Materie genauer betrachten. Phinomenologisch betrachtet, setzt sich dieser aus dem Energietensor des
Feldes und dem der ponderablen Materie zusammen. Aus den Ergebnissen der speziellen Relativitétstheorie
folgt, dass der Beitrag des elektromagnetischen Feldes praktisch verschwindet neben dem Einfluss der
ponderablen Energie. Die Vernachldssigung elektromagnetischen Energie bedeutet auch das Zuriicktreten
von Deformationsenergie und der chemischer Energie. Wir kénnen dann in Abschnitt[4.6|Energietensor von
inkohirentem, d. h. nicht wechselwirkenden Sand (Staub) iibernehemen, nach Gl. @.353)

1-v2/c? 1-v2/c% ¢
poc” V" poc” YY"

12/ ¢ 1-2/cZ ¢ ¢

= , (6.39)

00 u™ I/lO poum u"

e 0oc W
THY — (,DO(UO)2 Pououm) [ 2= R v—0

oo o9
(=N el
SO OO
(=N el No)

mit & = poc?. Im letzten Schritt wurde entsprechend Gl. (6.14) der Limes v/c — 0 angenommen mit
dx'/ds,i=1...3.Bs gilt T = o und aus (6.40= Setzt man diesen Wert in (6.20) ein , so erhiilt man mit in
fiithrender Ordnung T = T,

. 1 1
Tyv =Tuw - Eg,uvT - Ty - Enva (6.40)
(6.4T)) ergibt sich somit
o2 0 0 0
. _ 1 0o e/2 0 0
Tw=Tw=3MT=1 o o o2 o 6.41)
0 0 0 o/2

Einsetzen in (6.38) fiihrt mit (6.19) auf

4G ,0/2(r) 2G . p(r) 1 2¢(r)
Yoo = Y11 =7VY22 = V33 =~ &r —. = d3r,0_ - ¢2
C Ir—1r’| c r—r'| c

(6.42)

wobei alle anderen 7, verschwinden. Es ergibt sich der Ubergang zum Newtonschen Gravitationspotenzial
(6.4)
#(r) = -G f P 20 (6.43)

r—1r|

erfolgt.

Man sieht, dass die Newtonsche Riickfiihrung der Gravitationswirkung auf eine Gravitationskraft vom
Standpunkt der ART aus nur unter sehr weitgehenden Einschrinkungen moglich ist. Diese Einschrinkun-
gen sind im Wesentlichen

1. Nichtrelativistische Betrachtung der Teilchenbewegung

2. Dann Moglichkeit der Identifizierung von ¢ mit yyy, obwohl ¢ eigentlich ein lorentzinvarianter Skalar
und der metrische Tensor g, ein Tensor zweiter Stufe ist.

3. Instantantane Ausbreitung der Gravitation, keine Retardierung

4. Schwache Gravitation.
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Diese Bedingungen entsprechen der tdglichen Erlebniswelt unserer 'langsamen’ Korperwahrnehmungen
im schwachen Gravitationsfeld der Erde. Sie erscheinen uns daher als ’natiirlich’. Mit den Mitteln der
Technologie kann der Mensch jedoch iiber seine korperliche Erlebniswelt hinausgehen und Erfahrungen
sammeln, die nicht primir auf seine Sinne zuriickgehen. Diese auf Messgerite zuriickgehenden, kiinstlichen
Erfahrungen stiitzen die ART und widersprechen der Newtonsche Gravitationstheorie. In den folgenden
Kapiteln mochte ich auf die folgenden kiinstlichen Erfahrungen eingehen:

1. Zeitdilatation und Rotverschiebung im Gravitationsfeld: Die Uhr eines Beobachters im Gravitations-
potenzial auf der Erde geht langsamer als die eines Beobachters im Weltall. In der Newtonschen
Theorie sind Gravitationswirkung und Zeitverlauf unabhingig.

2. Gravitationswellen
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6.4 MabBstiabe und Uhren im Gravitationsfeld: Gravitative Zeitdila-
tation und Rotshift

Wir folgen [Ein] und [Ein16]: In Minkowskikoordinaten gilt fiir das Wegelement
ds® = ndé'dé’ = (d€%) — (d€') — (d€°) — (d€*)* = dT* - dL*. (6.44)
Hier ist dL? = (dé")? + (d€?)* + (d&*)? direkt mit einem im frei fallenden MK-System (gravitationsfreies
Satellitensystem, Abb. ruhenden MaRstab gemessen und d7 = d¢° mit einer dort ruhenden Uhr. In
Laborkoordinaten LK von Abb. [5.2] gilt fiir das Wegelement
ds* = g,dx"dx’. (6.45)
Im Grenzfall der schwachen Gravitation (6.6)
8ap =Map +Yap WODEL |yepl <<'1 (6.46)

haben wir in (6.42) hergeleitet

,o-(r 1)
Yoo = Y11 = Y22 = V33 ———f d° |r—r'|' (6.47)
Dann _
,a-r t
goo—l—— f & . (6.48)
r—r|
und miti=1,2,3
/,t
=1 X [ e TD (6.49)
4r r —r’|
Aus ergibt sich
s = -|1+ fd3’ T [(dx!)? + (@)? + (@] + 1—ifd3 NAALON P
4n Ir —r'| 4n Ir-r|
K ’ O'(I') 2 K f 3. O'(I'/) 2 ! 2 2
= —[1+— | & dL 1-— | d dT}, = dT* — dL 6.50
+47rf I.Il’— I] Z 4n I'Ir—r’| LK (6.50)

mit der Laborldnge dL; x und der Labordauer d7;;. Nach einer Spaltung in einen rein rdumlichen und einen
rein zeitlichen Bestandteil erhilt man in hinreichender Niherung

dL = 1+—fd3 ALOR T (6.51)
8 [r—1r/|
und
ar =[1- X f FACOR P (6.52)
8n r—r/|

Die Spaltung in und ist erlaubt, wenn

1. Zeitmessung:

Es wird die Zeitdauer eines Vorgangs mit einer festen Ortskoordinate sowohl in MK, dL = 0, als auch in
LK, dL;x = 0, untersucht. Die Forderungen dL = dL;x = 0 sind nur vereinbar, wenn die Relativgeschwin-
digkeit zwischen MK und LK vernachlassigt werden kann. Dann gibt es keine Zeitdilatation der speziellen
Relativitdtstheorie. Unter diesen Bedingungen ergibt eine gravitative Zeitdilatation: Ein Vorgang in



6.4. MASSSTABE UND UHREN IM GRAVITATIONSFELD 55

gravitationsfreien MK verlauft also schneller als derselbe Vorgang in gravitationsbehafteten LK. Im Satel-
litensystem von wiirde ein atomarer Ubergang mit einer hohere Frequenz strahlen als im Laborsystem.
Die Gravitation fiihrt somit zu einer Rotverschiebung der Spektrallinie.

2. Lingenmessung:

Es wird die Langenausdehnung eines Korpers zu einem festen Zeitpunkt untersucht. Hier schlieen wir
wieder Effekte der speziellen Relativititstheorie aus, sodass gleichzeitig dT = dT x = 0 gelten kann.
Gleichung (6.5T) bedeutet dann eine gravitative Langenkontraktion.
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Abbildung 6.1: Zur Lichtablenkung: Ein Lichtstrahl wird im Gravitationsfeld einer im Abstand A befindli-
chen Masse M um den Winkel da abgelenkt.

6.5 Lichtablenkung im Gravitationsfeld

Aus Lichtablenkung durch Gravitation von S. S. Shapiro und L.I. Shapiro
(https://www.einstein-online.info/spotlight/lichtablenkung/):
"Der erste erfolgreiche Versuch, die gravitationsbedingte Lichtablenkung zu messen, fiel in das Jahr 1919.
Die Royal Astronomical Society und die Royal Society in Grofbritannien hatten dazu zwei Expeditionen
organisiert und finanziert. Jede der beiden Gruppen fertigte wihrend der Sonnenfinsternis im Mai 1919
photographische Aufnahmen der Sonnenumgebung an und verglich die Positionen der darauf erkennbaren
Sterne mit Aufnahmen des gleichen Himmelsabschnitts, die im Juli 1919 angefertigt wurden, als die Sonne
weitergewandert war und sich aus der betreffenden Himmelsregion entfernt hatte. Die Auswertung zeigte,
dass das Sternenlicht tatschlich abgelenkt worden war, und zwar in einem Maf3e, die mit den Vorhersagen
der Allgemeinen Relativititstheorie, nicht aber mit den auf der Newtonschen Physik basierenden Rechnun-
gen vereinbar war. Dieses Ergebnis erregte groes Aufsehen, machte Einstein ber Nacht weltbekannt und
fiihrte dazu, dass er der bislang einzige Wissenschaftler ist, fiir den jemals eine Konfetti-Parade (ticker-tape
parade) auf dem New Yorker Broadway abgehalten wurde.’
Wir untersuchen den Gang der Lichtstrahlen im statischen Gravitationsfeld. Die entstehende Lichtablen-
kung d Gemif der speziellen Relativititstheorie ist der Lichtkegel (s. Abb. 3.5) und damit die Lichtge-
schwindigkeit durch die Gleichung

ds* = ndxdx’ = 0 (6.53)

bestimmt. Dies wird in der ART verallgemeinert zu
ds* = gudx'dx’ = 0. (6.54)
Ist die Richtung des Lichtstrahls gegeben, d. h. das Verhiltnis dx' : dx* : dx?, dann liefert (6.54) die GroBen

dx'  dx® dx?

dx’  dx? dx®

A"\t [(d2\ (d3)
— bttt I el IR Bl 6.56
-l () (59 630
im Sinne der Euklidischen Geometrie. Wenn die g,, nicht konstant sind, verlaufen die Lichtstrahlen ge-
kriimmt wie in einem Medium mit ortsverdnderlichem Brechungsindex. Um dies zu sehen, betrachten wir,

(6.55)

und somit die Geschwindigkeit
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wie in Abb. dargestellt, einen schmalen Lichtstrahl der Breite dx, der sich in der x' — x* Ebene aus-
breitet. Ohne Lichtablenkung laufe er in x*-Richtung in einem Abstand von A an einer grofen Masse M im
Zentrum des Koordinatensystems vorbei. Auf der Innenseite des Strahles sei die Lichtgeschwindigkeit in
Strahlrichtung y; und auf der AuBlenseite y, > ;. Aufgrund der unterschiedlichen Strahlgeschwindigkeiten
ist nach der Zeit dt der Strahl aulen um (y, — y;)dt weiter vorwirtsgekommen als innen. Dies entspricht
eine Ablenkung des Strahles nach innen um

a— Vi 1
da = tan (doy = L2100 571 Law, 657)
X

wobei y = dx*/dt die Geschwindigkeit in Strahlmitte ist. Bei sehr geringer Gesamtablenkung « finden wir

“ 13y 4
= ——d 6.58
Lo y Ox! (6:38)
Diese berechnen wir nach (6.50) mit ds® = 0,
K o) K o(r’)
L+ — | &) dLjx =+|1- fd3’ dT 7.
47rf o | ik an ) |V
- 1-1
K o) (r(r’)
dr?, =1+ — | &r —= 1—— &’r’
I Z il el B .-t [ 47r K
& dl} = l—ifd%’Lr/)— 1—£fd3r' ‘T(r) dT?
KU 4 Ir—r'|| 4 e-r||
P , o) |
(=4 dLIZAK = -l — g fd3r m- deK
(=4 dLLKZ 1—£fd3r’m dTLK
] A Ir—r'] |
dL ! 1
_ Lk _ 1_£fd3r' AL PRV S S (6.59)
dT x Vi [r — 1’| 4 ,/(x1)2 + (x3)2
mit einer Punktmasse M im Ursprung. Es gelten y — 1 und
dy kMc? 2 3\ 32, 4 KMAS 32\ 732
o = CUD (@ + () 2x = T (A7 () (6.60)
Mit diesen Ausdriicken lésst sich (6.38) auswerten
KMAC? [/ 5 an\32 5 kM [ 2\ 372 kMc?
€= LO(A +(F7) T dx = 2nAfo (1+4) " du= - (6.61)
mit
o -3/2 «
f (1 + uz) 2 du = [ " = (6.62)
0 u>+1lo

Die Existenz der Ablenkung, welche fiir A =Sonnenradius 1,7 betragen soll, ist bekanntlich durch die

englische Sonnenfinsternis Expedition 1919 mit bemerkenswerter Prizision bestitigt worden.
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1

5

7

Abbildung 6.2: Zur Periheldrehung: Drehung der Apsidenlinie (Gerade durch den sonnenfernsten und den
sonnennichsten Punkt) eines Planeten beim Umlauf um den Zentralstern in iibersteigerter Darstellung.

6.6 Periheldrehung des Planeten Merkur

Nach hwww.relativity.li/de/epstein/lesenfiO_de/il _de: Kreiste ein einziger Planet um die Sonne, so miisste er
dies nach Kepler und Newton exakt auf einer in sich geschlossenen Ellipse tun. Schon Newton hat erkannt,
dass das im Sonnensystem nicht mehr der Fall ist, da die Planeten einander ebenfalls gravitativ beeinflus-
sen. Eine exakte Losung auch nur des Dreikorper-Problems konnte bisher aber nicht gefunden werden.
Numerisch-iterativ lassen sich heute die Bahnen aller Planeten mit hoher Prézision fiir lange Zeitrdume
berechnen. Es zeigt sich, dass sich die Apsidenlinien (die Gerade durch den sonnenfernsten und den son-
nenndchsten Punkt der Bahn) unter dem Einfluss der dusseren Planeten ganz langsam drehen, und zwar
in derselben Richtung, in der die Planeten umlaufen. Daraus resultiert eine rosettenartige Bahn, wobei der
Effekt in der Graphik [6.2]stark iibertrieben dargestellt ist. Diese numerischen Simulationen haben iibrigens
auch gezeigt, dass das Sonnensystem noch iiber sehr lange Zeitrdume stabil bleiben wird.

Dabei klafft allerdings eine kleine Differenz zwischen den errechneten Werten fiir diese Periheldrehung und
denjenigen, welche die beobachtende Astronomie gemessen hat. In Einheiten Bogensekunden pro Jahrhun-
dert wurde fiir Merkur 532,08 berechnet und 575.14 beobachtet, was einer Differenz von 43.11 entspricht.
Aus der ART folgt eine Prognose von 43.03 fiir die Differenz.

Die Differenz zwischen dem berechneten und dem gemessenen Wert ist insbesondere beim Merkur ist so
gross, dass sie nach einer Erkldrung verlangt. Der franzosische Astronom Urbain Le Verrier, der 1845 aus
den Bahnstoérungen des Planeten Uranus die Existenz und die Position des neuen Planeten Neptun errechnet
hat, postulierte daher 1859 die Existenz eines weiteren Planeten Vulkan, welcher seine Bahn noch niher
bei der Sonne als Merkur ziehen sollte. Die ART erklart genau diese Differenz zwischen der Rechnung
innerhalb der Newtonschen Theorie und der Beobachtung. Einstein war iibergliicklich, als er Ende 1915
ausrechnen konnte, dass seine neue Theorie fr den Merkur eine zusitzliche Periheldrehung von gerade 43
Bogensekunden pro Jahrhundert vorhersagte.

In [Ein15] betrachtet Einstein die Losung der geoditischen Gleichung in einem Zentralkraftpotenzial. Die
in Kapiteln ?? vorgestellte Niaherung fiihrt auf die newtonsche Bewegungsgleichung und wird als erste
Néherung betrachtet. Die Verbesserung dieser Néaherung fiihrt auf eine Korrektur der Newto/Kepplerschen
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Zentralkrafttheorie, die auf die Periheldrehung fiihrt.
Im Falle des statischen rotationssymmetrischen Gravitationsfeldes muss das Wegelement die Form

ds* = —do? + f2(r)(dx")?, (6.63)
aufweisen mit
3
do? = )" yopdxd, (6.64)
a,p=1
und
Yaop = Oop + ANx*xP. (6.65)

hierdurch sind die g, durch die GroBen A und f ausgedriickt,
800 =1, gap =00+ Ar) a,fe1,2,3 (6.66)

und g,s = 0 sonst. Diese beiden Funktionen sind durch Einsetzen in die Feldgleichungenzu bestimmen.
Hierzu lassen sich nach (??) die Christoffelsymbole berechnen und dann der Ricci-Tensor. Die Feldglei-
chungen ergeben dann die die Funktionen A(r) und f2. Im AuBenraum, d. h. im Gebiet verschwindender
Masse findet Einstein

1
ds* = Zdr2 + r2(d6* + sin® 0d¢*) — AcPdr? (6.67)
mit x° = ¢,
x!' = rsin@sing, x> =rsinfcos¢, x> =rcosf (6.68)
und "
A=1-2 (6.69)
drr

In der x' — x2-Ebene ist 8 = /2, sodass

1
ds* = Zdrz + ;’quﬁ2 - Actdr*. (6.70)
Aus der Geoditengleichung folgt
d
P28 | = konst. 6.71)
dr

Dieses entspricht der Erhaltung der Drehimpulskomponente senkrecht zur Bahnebene, wenn man 7 mit der
Zeit identifiziert. Hieraus folgt das Gesetz der Uberstreichung gleicher Flichen in gleichen Zeitriumen. Als
drittes Gesetz folgt aus der Geodétengleichung

0

d
fzd—xT — konst. (6.72)

In (6.67), (6.71) und (6.72) liegen drei Gleichungen zwischen den Variablen s, r, ¢ und x° vor, aus denen
man die Planetenbewegung auf demselben Wege wie in der klassischen Mechanik rechnerisch ableiten
kann. Als wichtigstes Resultat ergibt sich hierbei eine Drehung der Planetenellipse pro Umlauf im absoluten
WinkelmaB von

24m3a®
(1 -e2)c21?"
Hier ist a die groe Halbachse der Planetenbahn in Zentimetern, e die numerische Exzentrizitit in Zenti-
metern, ¢ = 3 x 10'° die Vakuumlichtgeschwindigkeit und T die Umlaufdauer in Sekunden.

6.73)



Kapitel 7

Ubungen zu ’2. Grundbegriffe der
speziellen Relativitatstheorie’

7.1 Relativistische Addition von Geschwindigkeiten

Ein Raumzeitpunkt P bewegt sich, sodass im bewegten Inertialsystem IS’ fiir die Raumkoordinaten gilt
r’ = r'(¢") und fiir die Geschwindigkeit

’ ’
V =Vp = ) )
P (dz’ dr’ dr

dx dy’ dz’) 7.1

(s. Abb. ??. Wie grof} ist die Geschwindigkeit v in /S ? Vergleichen Sie mit dem Resultat der Gallileitrans-
formation.
Aus der speziellen Lorentztransormation folgt mit 8 = vg /c fiir das raumfeste I

X'+ vgt’ und . Y +pBx'/c

(7.2)

1S IS

Abbildung 7.1: Darstellung des Ereignisses (Raumzeitpunktes) X durch ein Quadrupel x* im "raumfesten’
System /S und x"* im bewegten System /S’. Dadurch, dass ein fester Raumzeitpunkt vorliegt, existiert eine
ein-eindeutige Beziehung zwischen x* und x’*, ndamlich die spezielle Lorentztransformation. Durch diese
Transformationseigenschaften werden die x* und x"* die (kontravarianten) Komponenten eines abstrakten
Ereignispunktes X.

60
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sowie y = y" und z = 7/, wobei vs die Geschwindigkeit von IS ist. In IS ergibt sich fiir die Geschwindig-
keiten

dx 1 dx’ . dar (7.3)
o JT—g\dr ) ar '
dy dy' dt dz dZ dt
— = — d —=——. 7.4
di ~drdet 0 di T dr di 74
Hier ist zu beriicksichtigen
dt 1 ( Bdx ) dr 1
— = 1+= = — = 41-8 . (7.5)
’ ’ B dx
dt 1-p c dt dt 1+£42
Es folgt fiir die Addition der Geschwindigkeiten in longitudinaler x-Richtung
d 1
=& .+ vs) (7.6)

V., = — =
* dt 1+V3_V'V

2

und fiir die Transformation der Geschwindigkeit in transversaler y-Richtung

dy _N1-B ,
Vy = — = ————Vy. (7.7
Toodr 14k
Die Gallileitransfomation stellt sich fiir 8 — 0 ein und erbringt i die erwartete Addition der Geschwin-
digkeiten

Vy =V + Vs fiir 8 — 0. (7.8)

und in ((7.7) die Konstanz der Transversalkomponenten. Setzen wir v/, = ¢ folgt aus die Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit,

vy = ——=(c+vs)=c. (7.9)
1+ =

2

Man findet zudem, dass es keine groBere Geschwindigkeit als ¢ gibt.

7.2 Invarianz des Abstands

Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass Py = (0,0,0,0) und P, = (ct, x,00). Es ist dann Gegeben sei
die spezielle LT mit

¥=27 und  or = SL2BX (7.10)

Es folgt

§7? = AP -x?= I _1[32 [(ct - Bx)? — (x — vt)z]

1
= l—,82 (c2t2 —2ctBx + Bx% — x* + 2xvt — v2t2)

= 3 _1ﬂ2 (@ -2+ - D] =P - = ¢ (7.11)
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7.3 Transformation kovarianter Komponenten
Zeigen sie das Transformationsgesetz fiir die kovarianten Komponenten
V;,z = Aﬂyxv,
mit
Aﬂv = el A
fiir den gemischten Tensor zweiter Stufe
A =ATNAS
Ausgangspunkt ist die Transformation der kontravarianten Komponenten in (3.2)
VE = ARV

Hieraus entnimmt man
Vi = NopV™ = Moy A = 0y N ™ve = Afve
mit
Ag = 0oy N = 1™ A,
Analog der gemischte Tensor zweiter Stufe
ALY = A" = NG AAY = 0o N N AL
AFAAL

mit
A(: = 770'/1771'&/\#01-

7.4 Inverses der Lorentztransformation

Zu zeigen ist (3.46)

A”"A”V =6%,=6"
Ausgangspunkt ist die Invarianz der Norm eines Vektors
R
v = vy
Um diese Invarianz zu gewihrleisten muss gelten
v = A TN ey = 8 vent = vy
mit
TAM _ cOo
AN, =67
Altenativ

vt = ATA e = 6700 = v

Dieses ist analog zum Nachweis der Orthogonalitit von Drehmatrizen in drei Dimensionen.

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)
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7.5 Transformation des metrischen Tensors

Zeigen Sie, dass in allen Systemen gilt

1 0 0 O
;o _ 0 -1 0 0 |_ 4
nyv_r]ﬂv - O 0 -1 0 =n.
0 0 0 -1

7.6 Transformationsverhalten einer Kontraktion

63

(7.25)

Wir betrachten der Einfachheit halber einen Tensor dritterStufe der Form Agﬁ . Das allgemeine Prnzip wird

hier schon deutlich. Das Transformationsgesetz lautet
’ap _ B4 wv
Ay T = AN N AL
Wir kontrahiernen
Ay P =0, P = SIS NLALY
= AJASNAY = SNA = N A

Die Kontraktion von A, ¥ in den Indizes @ und v verhilt sich wie ein kontravarianter Vektor.

(7.26)

(7.27)



Kapitel 8

Ubungen zum Kapitel ’Kovariante
Formulierung der Elektrodynamik’

8.1 Formulierung der inhomogenen Maxwellgleichungen mit dem

Vektorpotenzial
Es gilt
0 0
VE=L o np+vZa=-L cnp+ Zva=-_~ 8.1)
€ ot €y ot €0
Mit der Lorenzeichungsbedingung folgt
1
Ap— —¢ = —poc’p & DA = poep & DAY = (8.2)
¢
Weiterhin
1 JE 10 0
VXB-=—=Vx VXxA+—=—|Vo+—A
X 2 ot XY +c26t( ¢+at )
= V(VA)-AA+ la—2A + Véqb =V(VA) - AA + ié)—zA - V(VA)
B 2 o ot c? or
= DA (8.3)
Es folgt
1 0E
VX B-=— =
2 o Ho)
o DA = uoj- (8.4)

8.2 Formulierung der homogenen Maxwellgleichungen mit dem Feldstirke-

tensor

Zeigen sie homogenen Maxwellgleichungen fiihren auf Gl. (8.5)

F* + HF 4 O F¥ = 0. (8.5)

64
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Wie in der Vorlesung dargelegt, ist die Relation unter Verwendung der homogenen Maxwellgleichungen zu
zeigen fiir (1, u,v) = (0,1,2),(1,2,3),(2,3,0) und (3,0, 1):
Es gilt fiir (0, 1, 2)

P2 0 2 = 2 gy 0 (lE‘,) 9 (—lEx)
: c

= (e ox\c ay
1B, 1(0E, OE, 10B, 1
= —_— d - —_— = —— - — = t E = .
c ot " c ( ay ox )Z c ot c(m ) =0 (6.0
fiir (2, 3, 0)
J1 0 1 0
PFO 4+ PF2 4 0rB = _ 2 g _ g |+ -2 (=B,
* * dyc © 0 ¢’ * 6(ct)( )
10B 1
= ——— - Z(rot E), 8.7
c ot C(ro ) ®D
fiir (3,0, 1)
0 1 0 0 (1
3F01 0F13 1F30 - __ __E - B' —_ _EW
d +d *o az\ ¢ " +6(ct)( ) ox\c ~
10 1
= E&By + ;rot (E)y =0 (88)
(8.9)
fiir (1, 2, 3)
0 0 0
1F23 2F3l 3F12 - _B - _BY - _B_
0 +0 +0 6x( ) 8})( )) Bz( 2)
= div(B)=0 (8.10)

8.3 Kovariante und gemischte Darstellung des Feldstiarketensors

Es ist
1
= - (8.11)
c

Gemischte Darstellungen

F) =1 F" = - ’ . (8.12)

und
0 E. E E
1| E 0 c¢B, -cB
"o wa _ X z y v
Fo=mel" =20 g B, 0 e, |0 (8.13)
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Kovariante Darstellung:

0 E E E
—E, 0 —cB, B,

o 1
FIlV = UVGF” = E —Ey CBZ O —CBx (814)
-E, —cB, B, 0
8.4 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes
8.4.1 Energie
Es gilt
dE 3 f 3.0
— = d- NDE = | dr —u™(r,t 8.15
= j; rqj(r,1) ST (r,n (8.15)
Hier ist ™ (r, ) die Energiedichte im Teilchensystem.
aumut
=qjE 8.16
Fraia’l (8.16)
Idee: Benutze Maxwell-Gleichungen
0B
VXE = —-— 8.17
Er (8.17)
OE
VxB = GOMOE +IU()j (818)
1
VE = —p (8.19)
€
VB = 0 (8.20)
Mit (8.18) folgt
1 E
JE= —(VxB)E—eoa— E. (8.21)
Ho ot
Verwende
VEXxB)=BV x E)-E(V x B) (8.22)
Dann
1 1
E - LvExB+ By xE-22p
Ho Mo T 201
T
3umat auem
= -VS- 8.23
ot ot (8:23)
mit der Energiedichte des EM-Feldes
em €02 1 2
=—E’+ —B 8.24
u SE + o (8.24)
und dem Poynting-Vektor fiir Energiestromdichte
1
S=—ExB (8.25)

Mo
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8.4.2 Kontinuititsgleichung fiir den Impuls

1
S = —E xB Poynting-Vektor (8.26)
Ho
1 [OE B
2S = — o xB +E x B
ot o | Ot ot
1 1 1,
= —|—r1otBXB-—jxXxB-EXrotE|. (8.27)
Ho | €0Mo €
Addiere | .
——B divB ——pE + EdivE (8.28)

€Ho T &
=0

und erhalte

oS 1
eopto— = —pE — j X B +¢(E div E — E X rotE) + —(B rot B — B x rot B). (8.29)
o — Ho
-K

Ansatz fiir die elektromagnetische Impulsdichte
1
P = uoS = S = gEXB (8.30)
¢

und fiir die zeitableitung der mechanischen Impulsdichte

d
—prat =K 8.31
7 L (8.31)
mit der Dreier-Lorentzkraftdichte K = pF; und der Lorentzkraft F; in (4.25). Aus (8.29) wird dann
a8 9 , . 1
eoo— + K = — (Pem + P ) = g(E div E - E X rotE) + — (B rot B — B X rotB). (8.32)
ot ot Mo

Grundidee aus der Kontinuumsmechanik: Stelle die Zeitableitung der Gesamtimpulsdichte P = P¢/ + P
dar als

0 0
9p =N, 8.33
ot ;axli J ( )

mit dem Spannungstensor T7;. Fiir jede Komponente i wird die rechte Seite von (8.32)) als Divergenz von
einem (Spalten-) Vektor T;; geschrieben. Somit ergibt sich die Struktur einer Kontiunitéitsgleichung.

Wir haben
(E divE-E X rot E), = E,-c’)jEj - El‘jkEjéklmalEm (8.34)
Weiterhin gilt
€ijk€im = Oit O jm — Oin0 ], (8.35)
sodass

E,‘BjEj - fijkEjEklmalEm = Ei ajEj - EjaiEj +EjajEi
—_———

30i(EE))

1 1
= 0{(E:E)) = S0(E|E)) = 0, (E,-Ej -3 % Ez) (8.36)
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Hieraus folgt

1 1 1
E:GEE+_&B_¢fEW+_Bj (8.37)
PR ’2’(0 Ho

Wir betrachten die i-Komponente des Gesamtimpulses in einem begrenzten Volumen V,

m:ffngf@mszmm (838)
\%4 \%4 |4

T;
t = [ T; ] (8.39)

mit dem Spaltenvektor

Der Gauf3sche Satz fiihrt dann auf

d
EP,-:fcﬁrdiv t,-:fti df = fTij df; =fT,~_,—njdf. (8.40)

v v v
— e

Impulsstrom durch Oberfliche
Hier ist n der Fliichennormalenvektor auf der Oberfliche 3V vom Volumen V. Interpretetation der Anderung
des Impulses durch eine Ktraft dF; = T;jn; df, die auf das Oberflichenelement d f wirkt.
8.5 Zum Energie-Impulstensor

1. Berechnen Sie F,, F*”

Es sind
0 -E. -E, -E;
1| E 0 —-cB, ¢B
wo X z y
o= c| E, cB; 0 —cB, (8.41)
E. -cB, c¢B; 0
und
0 E, E, E.
_ e« 1| -Ex 0 —cB; cBy
Fuy =nvF," = - “E, ¢B. 0 —¢B, | (8.42)
-E, —cB, c¢B, 0
Man sieht
E2
Fy F* = 2(32 - —2). (8.43)
c
2. Zeigen Sie die Relation T% = y,,, mit (??)
€0 12 [,
Uey = EE + %B s (844)
wobei mit (4.41))
1 1
™" = — |FYF" + - FYF.
o 477# 7



8.5. ZUM ENERGIE-IMPULSTENSOR 69

und nach (8:13)
0 E, E, E,
E, 0 cB —cB
Mo pa _ x z y
Fy =y = c| E, -cB. 0 ¢B, (8.45)
E, c¢B, —cB, 0
Es ist
E2
FOF" = = (8.46)
Dann
1 1 1 [E2 1 E?
7% = —|FO P+ -FYF,;|=— |+ (B - =
Mo | 7 4 Mo [ c* 2 c?
1 [E? 1 1
- LB, BZ] _lp,lp (8.47)
2up | ¢ 2¢) 20
3. Zeigen Sie die Relation 7% = S, /c mit S = (E x b)/uy.
Es ist nach (8.13) FO7 =(0,E,E,,E;)/cund F"' = (-E,,0,cB., —cBy)/c. Dann
uoT"" = FOF" = (E\B, — E.By)/c = poS/c = T*" = S, /c. (8.48)

4. Zeigen Sie die Relation T*' = =75, = §EE, + B,By/uo.
Es ist nach (8.13) F?, = (Ey, —cB:,0,cB,)/c und F"' = (-E,,0,cB,—cB,)/c. Dann

poT? = F° F"' = —E\E,/c* — BB, = —€yuoE<Ey — B,B,

1
& T =-gE.E, - #—OBxBy = —T7. (8.49)
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a.)
Beobachter
L ]
q hd
[ ——
X
b.)
b
X

X

Abbildung 8.1: a.) Im IS bewegte Ladung erzeugt dort eine Ladungsdichte p(r,t) = g 6(r — vf)e, und ei-
ne Stromdichte j(r, )iy 6(r — vte ). Die elektromagnetischen Felder konnen tiber die Maxwellgl_eichungen
DA = —puoj berechnet werden. b.) Das elektromagnetische Feld ist im Ruhesystem der Ladung IS’ be-
kannt, es handelt sich um das Coulombfeld einer Punktladung, wobei das Magnetfeld verschwindet. Durch
Transformation des Feldstirketensors kann das elektromagnetische Feld in IS berechnet werden.

8.6 Transformation der EM-Felder

Wir betrachten noch einmal das Problem der elektromagntischen Felder einer gleichformig bewegten Punkt-
ladung mit der Geschwindigkeit v = ve . In Gl. (??) haben wir das Problem unter Zuhilfenahme der Green-
schen Funktion geldst. In dquivalenter Weise konnen wir die Lorentztransformation verwenden um die
elektromagnetrischen Felder im raumfesten Laborsystem IS zu bestimmen (s. Abb. (8.6)): Wir wihlen als
bewegtes System /S’ dasjenige Inertialsystem, in dem sich die Ladung in Ruhe befindet, wobei y = y’,
z = 7. Die Transformationsmatrix von IS nach IS’, ist dann durch die spezielle Lorentztransformation
X' = Agxf gegeben mit

y -v8 00
a _ _Yﬁ Y 0 0
M=o 0 10 (8.50)
0 0 0 1
s. Gl (??). Fiir den Feldstirketensor an einem vorgegebenen Ort Abb. (??)) finden wir nach Gl. (2?)
0 _Ex y(_Ey + VBZ) 7(_Ez - VBy) 0 —E; —E;, —Eg
F/yv — A#AvFa,B — l 0 7(_631 + Eyf) Y(CB)' + EZ%) — 1 0 _CBQ CB;’
B c 0 -B, c 0 —cB,
0 0
(8.51)

Da die Relativgeschwindigkeit in beiden Systemen die gleiche ist und y = y” gilt fiir den Verschiebungs-
vektor zwischen dem Beobachtungspunkt P und der Position der Ladung in IS

ZqP = (_Vt’ b’ 0)7 (852)

wie in gestrichenen Koordinaten
K;P =r = (—v,b,0). (8.53)
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Der Viererortsvektor von X bei dem wir das elekromagnetische Feld ermitteln wollen hat im IS die Koor-
dinaten x* = (ct,0,b,0), und in IS’ durch x'* = (ct’, 5; p) = X% = (ct',—vt',b,0). Es gilt daher nach der
speziellen LT wegen x = 0

ot = 7(ct - %) = yct. (8.54)

Der Feldstirketensor am Raumzeitpunkt X im Koordinatensystem IS’ folgt aus

J

|I~=

E =

E=-1 und B =0. (8.55)
47

(98]
|

/

1~

Die kartesischen Komponenten des elektrischen Feldes sind

q vt

E =- —, 8.56
* 4rey 13 ( )
sowie b
’ q
E =—— 8.57
Y Amey 13 ( )

und E’ = 0. Es ist leicht zu verifizieren, dass unter der Bedingung B" = 0 und E; = 0 der folgende Ansatz

Gl. (8.51) lost:
E.=E., E, =yE,, E =0, (8.58)

sowie ein nichtverschwindendes Magnetfeld
B, =0, B, =0, B, = y=E,. (8.59)
’ c

Wir setzen nun in Gl ' =ytund

13 = B V) = (07 + ) (8.60)
Dann folgt
q yvt
E, =- 8.61
drey (0* + Y2232 (8.61)
q vb
= 8.62
¥ dne (B + 222 (3.62)
und

qHo ybv

T dx (2 + R (8.63)



Kapitel 9

Ubungen zu: Mathematische
Beschreibung der Raumkrimmung

9.1 Christoffelsymbole auf der Einheitskugeloberfliche

P P cosfcos ¢ sin 6 cos ¢
—eg= —r|cosfsing | = —r|sinfsing | = —re, — 0. 9.1

09 90 —sinf cos @

Im zweidimensionalen Raum der Kugeloberfliche wird e, = 0 gesetzt. Wir vergleichen dieses Ergebnis mit
der allgemeinen Form

oe,
=Tt (9.2)
und finden mituy =v =46
rf, =15 =0. (9.3)
Weiterhin
—cosfsing
P cos 0
6—¢e9 = r[ cos 90c03¢ = Z?;6e¢. 9.4)
Dann ist mitv =6und u = ¢
0 _ ¢ _ cosd
Ijp=0 und T = Snd’ 9.5)
Wir {iberpriifen dies an Hand der Formel
Ox« (92 7
= L ¢ 9.6)

o = @8)6”0)03 '

In der Kugeloberfliche lassen sich keine flachen Koordinaten finden. Deshalb benutzen wir diese Formel in
drei Dimensionan mit

' = x=rsinfcose
{ = y=rsinfsing
{3 = z=rcosh. 9.7)

Dann
¢ Px  0p Py I 3z a¢ , o
¢ _ 99 0% d¢ __
0= X 9000 Ty 0600 Tz dgon x| oSS+ Jrreosfeos. 9:8)

72
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Es gelten
o= arctan(z) 9.9)
X
und J .
E arctanu = Tuz (910)
Dann
d 1 ( y)_ 1 sin ¢ _ sing ©.11)
dx” (1)2 x2) (M)z rsin(d)cos¢>  rsind '
X cos ¢
und
d 11 1 1
4y L1 - _ Los¢ 9.12)
dy (l) X (M) rsinfcos¢  rsiné
X Ccos ¢
Es folgen
cos 6 cos @ cos 6
rf, = in ¢ 2o 2 9.13
¢0 rrsinesm¢ +rrsinecos¢ rsind ©.13)
Wir finden schnell

op *x 8¢ Py ¢ &z o . ..
¢ _ —
= " 2000 + 76969 + ~ 2606 " —7rsm9cos¢— 7rsm051n¢

—singcos¢ + singcos¢p = 0. (9.14)

9.2 Christoffelsymbole auf der Einheitszylinderoberfliche
Die lokalen Koordinaten sind p = 1, ¢, z und
pCos P
r= {p sin¢J (9.15)
4

Die lokale Tangentialbasisvektoren sind

9 cos @
e =—=r=|sing|— 0. 9.16)

op 0

9.3 Paralllelverschiebung von Vektoren: Kugeloberfliiche entlang Lingen-
kreis

9.3.1 Allgemeines zur Differentialgeometrie einer Kugeloberfliqche

In Kugelkoordinaten ist die Oberfliche einer Einheitskugel gegeben durch x = (x', x*) = (6, ¢) (s. Abb. 2?)
mit dem Verschiebungsvektor

x(x!, x%) sin@cos ¢
r(x!, x%) = | y(x', x?) | = | sin@sing | = r(¢, 6). (9.17)
22!, x?) cos
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Abbildung 9.1: Parallelverschiebungvon Ey (rot) entlang des Lingenkreises C; auf einer Einheitskugelober-
flache mit ¢y = O und 6; = 0* und 6, = 7/2. In Griin die Parallelverschiebung des Vektors E4 entlang C;.
Hier ist die Parallelverschiebung im Tangentialraumidentisch mit der Parallelverschiebung im einbettenden
R3.

Es gibt zwei Tangentialvektoren

or [€°s fcos g or —sinfsing
eg=— =|cosfsing| und e,=-— =| sinfcosy |. (9.18)
00 . )
—sinf 0
Die Metrik lautet
1 0
2 _ a2 a2 2 _
ds” = do” + sin”“(0)d¢ = 8op = (0 sin2(9))' (9.19)
Die nichtverschwindenden Christoffelsymbole sind
¢ o _ COSO 0o .
F¢H = 1"% =g und F¢¢ = —siné#cos 6. (9.20)
Ein Vektorfeld hat nach Gl. (9.21) die Form
F(x) = F(0, p)eg + F*(6, p)e,. 9.21)

9.3.2 Parametrisierung des Verschiebungsweges

Der Intergrationsweg C ist ein Langenkreis, er verlduft entlang der Koordinatenlinie ¢ = ¢, in Kugelkoor-
dinaten, Der Weg im Koordinatenraum sei

x(s) = (x'(5), X*(5)) = (0(s), ¢(s)) = (5, bo), (9.22)
Der Parameter s variiere von s = ¢, bis s = 6, > 6.

e Es folgt aus (9.22) fiir den Integrationsweg

Cos ¢ Sin s
(9.23)

r(s) = r(xl(s),xz(s)) = [sin ¢osin s

COS §
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e Es ergibt sich aus (9.22)) weiterhin

dx! 42
d—xszl und d—xszo. (9.24)

9.3.3 Parallelverschiebung von E, entlang eines Lingenkreises

Der Einheitsvektor E, wird entlang eines Lingenkreises C; der Einheitskugel parallelverschoben (Tangen-
tialvektor, s. Abb. . Im einbettenden R* indert E, stindig dabei die Richtung, ist daher nicht paral-
lelverschoben. Eine inkrementelles Wegelement von C; fiihrt zu einer inkrementellen Richtungsénderung
von Eg entlang E, in Kugelkoordinaten, sie ist daher stets senkrecht auf den Tangentialvektoren ey und eg.
Eine solche inkrementelle Richtungsénderung fiihrt dazu, dass Ey stinding im von e, und e, aufgespannten
Tangentialraum bleibt und dort immer in mit dem konstanten Betrag eins in Richtung ey weist. Der Vektor
E, ist also im Tangentialraum Parallelverschoben.

Am Anfang von Cj sei

cos 6 cos ¢y
F(s = 0) = | cos 0 sin phiy | = eyg(61, ¢g) (9.25)
—sin 91
d. h. identisch mit dem Tangenteneinheitsvektor am Anfangspunkt von C; (s. (9.18)). Zeige, dass der Ansatz
Fi(s)=1, F%s)=0 (9.26)
mit ) .
dF® dF dF”
) =0 9.27
ds ds = ds ©:27)
die Parallelverschiebungsbedingungen
dF” dx"(s)
FPT, ——= =0. 9.28
ds " B ds ©.28)
erfiillt.
Wegen der Wegbedingungen (9.24) gilt in (9.29) u = 6 und mit ergibt sich
FPTy, = 0. 9:29)
Wegen (9.26) ist 3 = 6
N ) (9.30)

Dies ist fiir alle v eine korrekte Identitit, denn nach 1D gilt F‘gg = Fgg =0.

9.3.4 Paralllelverschiebung des Normaleinheitsvektors E; entlang eines Lingen-
kreises

Die Parallelverschiebung ergibt sich sowohl im einbettenden R* als auch im Tangetialraum (s. Abb. .
Im tangentialraum weist E4 immer in richtung e; mit dem Betrag eins und ist daher parallelverschoben.
Am Anfang der Trajektorie sei

F(s=0) =

31
sin 6, € ©:31)

welches der Normaleneinheitsvektor senkrecht zum Tangenteneinheitsvektor () ist. Zeige, dass der

1
F(S) =——€ (932)
sin s
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Normaleneinheitsvektor der Trajektorie mit

—sin @ sin ¢y
e, = sins| siné cos ¢ (9.33)
0
die Parallelverschiebungsbedingungen erfiillt.
Es gelten
1
Ff=0, FP= — (9.34)
sin s
und .
dF F? cos s
— =0, — =- . 9.35
ds ds sin? s ©-39)

Die Wegbedingungen (9.24)) fiihren erneut auf y = 6,

dF”
= + Ty, = 0. (9.36)
S
Gl. (9.349) fiihrt auf 8 = ¢,
:>dFV+LrV—0 (9.37)
ds sins ¥ 7 ’
Fiir v = 6 ergibt (9.33)
1
—1% =0, 9.38
sins %Y ©.38)

was erfiilt ist, denn FZQ = 0. Fiir v = ¢ ergibt (22)

COos §

¢ _
~ ——— + FTy, = 0. (9.39)
sin” s
Hier ist 8 = ¢ mit F‘;g = cos s/ sin s sodass
_ coss N 1 coss -0 (9.40)

sinfs sinssins

9.4 Paralllelverschiebung von Vektoren: Zylinderoberfliche entlang
des Aquators

Der in dargesellte Aquator ist natiirlich auf einer isotropen Kugeloberfliche dquivalent zum Lingen-
kreis. Hier mochten wir iiberpriifen, ob die Ergebnisse fiir den Lingenkreis auch in Zylinderkoordinaten
erzielbar sind, wobei wir von einem Einheitszylinder ausgehen, der in der x — y-Ebene den Einheitsidquator
als Schnittlinie hat (s. Abb.[9.2)

In Zylinderkoordinaten wird die Einheitszylinderoberfliche dargestellt durch x = (x', x*) = (¢,2), 0 < ¢ <
21 und z € R. Dann ist der Verschiebungsvektor

Z

cos @
r(¢,z) = [sinq)]. 9.41)

Nichtverschwindende Christoffelsymbole in Zylinderoberflidche gibt es nicht.
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Abbildung 9.2: Parallelverschiebung entlang des Aquators, C,. In Rot Verschiebung des Tangentialvektors
zur Kurve, in Griin: Verschiebung eines Normalvektors.

9.4.1 Parametrisierung des Integrationsweges in Zylinderkoordinaten
Der Integrationsweg in Zylinderkoordinaten ist

x(s) = (s,0), (9.42)
sodass

dx! dx?

K =1 und % =0. (943)

9.4.2 Verschiebung des Tangentialvektors entlang des Aquators

Am Anfang von C; sei
F(s=0) =E, = ¢4(0,0) (9.44)

d. h. identisch mit dem Tangentialvektor zu C,. Zeige, dass der Ansatz
FPs)=1, Fis) =0, (9.45)

mit

dF® _dF*__dF_

- =
ds ds ds

die Parallelverschiebungsbedingungen

0 (9.46)

dr” dx*(s)
FIY, =0. 9.47
ds * B ds ( )

erfiillt. Da es keine nichtverschwindenden Christoffelsymbole in de Zylinderoberfldche nicht gibt, folgt aus

dr”
ds

0, (9.48)

was wegen (9.46)) erfiillt ist.
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9.4.3 Verschiebung des Normalvektors entlang des Aquators

Am Anfang von C; sei

F(s=0) =E, (9.49)
Zeige, dass der Ansatz
Fo(s)=0, Fi(s)=1, (9.50)
mit P p
F F* F”
K— ds =0= ds =0 (951)

die Parallelverschiebungsbedingungen (9.47) erfiillt. Da es keine nichtverschwindenden Christoffelsymbole
in de Zylinderoberfliche nicht gibt, folgt aus

dF”
=0

52
ds ’ ©-52)

was wegen (9.5T) erfiillt ist.



Literaturverzeichnis

[11 A. Einstein. Grundziiuge der Relativititstheorie. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg, ISBN 978-3-
540-887847-6, 2008.

79



	Allgemeines zur Vorlesung
	Einleitung
	Spezielle Relativitätstheorie (SRT): Die Grundbegriffe
	Die Lorentz-Transformation
	Lorentzkontraktion
	Zeitdilatation
	Eigenzeit
	Metrik im Raum-Zeit Kontinuum und Minkowski-Raum
	Vektoren und Tensoren
	Relativistische Mechanik und Energie-Masse Äquivalenz

	Kovariante Formulierung der Elektrodynamik: Der Energie-Impulstensor
	Relativistische Ladungsdichte, Viererstromdichte und Viererpotential
	Feldstärketensor und Maxwellgleichungen
	Viererkraftdichte in der Elektrodynamik
	Energie-Impulstensor des elektromagnetischen Feldes
	Divergenz des Energie-Impulstensors: Impuls- und Energieerhaltung
	Der Energie-Impulstensor der allgemeinen Relatvitätstheorie
	Energie-Impulstensor und innere Kräfte, Interpretation des Spannungstensors

	Mathematische Beschreibung der Raumkrümmung: Riemannscher Krümmungstensor
	Beispiel: Krummlinige Koordinaten im Rn
	Transformationen im Raumzeitkontinuum und Bewegungsgleichung, der Riemannraum
	Christoffelsymbole und metrischer Tensor
	Tensorfelder und kovariante Ableitung
	Paralleltransport
	Die geodätische Linie
	Riemannscher Krümmungstensor

	Die Grundgleichungen der allgemeinen Relativitätstheorie
	Die Grundgleichungen der ART im Überblick
	Geodätengleichung und Newtonsche Bewegungsgleichung bei schwacher Gravitation
	Feldgleichung der ART: Linearisierung und Newtonsches Gravitationspotenzial
	Maßstäbe und Uhren im Gravitationsfeld: Gravitative Zeitdilatation und Rotshift
	Lichtablenkung im Gravitationsfeld
	Periheldrehung des Planeten Merkur

	Übungen zu '2. Grundbegriffe der speziellen Relativitätstheorie'
	Relativistische Addition von Geschwindigkeiten
	Invarianz des Abstands
	Transformation kovarianter Komponenten
	Inverses der Lorentztransformation
	Transformation des metrischen Tensors
	Transformationsverhalten einer Kontraktion

	Übungen zum Kapitel 'Kovariante Formulierung der Elektrodynamik'
	Formulierung der inhomogenen Maxwellgleichungen mit dem Vektorpotenzial
	Formulierung der homogenen Maxwellgleichungen mit dem Feldstärketensor
	Kovariante und gemischte Darstellung des Feldstärketensors
	Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes
	Energie
	Kontinuitätsgleichung für den Impuls

	Zum Energie-Impulstensor
	Transformation der EM-Felder

	Übungen zu: Mathematische Beschreibung der Raumkrümmung
	Christoffelsymbole auf der Einheitskugeloberfläche
	Christoffelsymbole auf der Einheitszylinderoberfläche
	Paralllelverschiebung von Vektoren: Kugeloberfläche entlang Längenkreis
	Allgemeines zur Differentialgeometrie einer Kugeloberfläqche
	Parametrisierung des Verschiebungsweges
	Parallelverschiebung von E entlang eines Längenkreises
	Paralllelverschiebung des Normaleinheitsvektors E entlang eines Längenkreises

	Paralllelverschiebung von Vektoren: Zylinderoberfläche entlang des Äquators
	Parametrisierung des Integrationsweges in Zylinderkoordinaten
	Verschiebung des Tangentialvektors entlang des Äquators
	Verschiebung des Normalvektors entlang des Äquators



